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 حل مدل سازي برنامه هاي اعداد صحيح ادامه
(Integer programming solutions) 

 خلاصه مطالب
 ابتدا روش هاي دستي . حل مدل هاي برنامه ريزي با اعداد صحيح آشنا خواهيم شد در اين جلسه با انواع روش هاي

 . حل مطرح خواهند شد و در جلسات بعد با حل كامپيوتري اين مدل ها آشنا خواهيم شد
 هدف اين جلسه

 برنامه ريزي با اعداد صحيح انواع روش هاي حل مدل هاي آشنائي با

 شده در اين جلسه عناوين دروس طرح
 برنامه ريزي صفر و يك •
 ) صفحه برش ( روش گوموري ) بالاس ( الگوريتم شمارش ضمني •

 برنامه ريزي صفر و يك

 نكته

 وقتي كه متغيرهاي تصميم در يك مسأله برنامه ريزي خطي عدد صحيح،
 محدود به مقادير صفر يا يك باشد مسأله برنامه ريزي صفر يك ناميده مي

 فصل بعد تعدادي از مدل هاي صفر ـ يك كه زمينه هاي متفاوتي از در . شوند
 . كاربرد پژوهش عملياتي را به نمايش مي گذارند، ارايه خواهد شد

 را با بررسي تمامي تركيب هاي ممكن از مسأله برنامه ريزي صفر ـ يك يك
 ن اي . متغيرهاي تصميم كه بتوانند جوابي موجه را ارايه كنند، مي توان حل كرد

 در اين . كار با صفر يا يك قرار دادن مقدار متغيرهاي تصميم صورت مي پذيرد
 صورت، تركيبي كه در تمام محدوديتها صدق كرده و مقدار تابع هدف را به

 روش شمارش صريح اين روش را . بهترين مقدار برساند، جواب بهينه است
(Explicit  Enumeration) اين روش با اين وجود، انجام . گفته مي شود 

 به طور مثال اگر مسأله . متغير تصميم است تركيب از نيازمند بررسي
 . مي باشد متغير تصميم باشد، تعداد جواب هاي ممكن آن ۳ داراي
 تركيبهاي مختلف متغيرهاي تصميم را به صورت يك درخت نشان ۱۱ ـ ۱۱ شكل

 . مي دهد
 همان طور كه مشاهده مي كنيد با افزايش تعداد متغيرها، جوابهاي ممكن
مسأله به سرعت رو به افزايش مي گذارند و قرار دادن اين جوابها در
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 محدوديتها و تابع هدف براي پيدا كردن جوابي موجه و بهينه مستلزم صرف
 . وقتي زياد است

 Implicit) الگوريتم شمارش ضمني Enumeration) ۱۹۶۷ در سال كه 
 معرفي شد راه حلي براي كاهش جستجو در ميان جواب (Balas) بالاس توسط

 . اين الگوريتم را الگوريتم جمعي نيز مي نامند . هاي ممكن مسأله است

 ) بالاس ( الگوريتم شمارش ضمني
 : فرم استانداردي كه در اين الگوريتم مورد استفاده قرار مي گيرد به شكل زير است

 :كه

 يا 1
 : در صورتي كه مسأله اي به صورت فرم استاندارد نباشد، به طريق زير قابل استاندارد كردن است

 اگر محدوديتي به صورت بزرگتر يا مساوي باشد، با ضرب كردن آن محدوديت در يك منفي محدوديت را به •
 راست، مشكلي را براي حل مسأله منفي شدن عدد سمت . صورت كوچكتر يا مساوي مي توان تبديل كرد

 را به منفي تبديل مي توان ضريب باشد با اعمال تغيير متغير اگر . ايجاد نمي كند
 . كرد

. را به منفي تبديل كرد اگر تابع هدف •
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 . تبديل مي شود Max ـ به ۱ باشد با ضرب كردن تابع هدف در Min اگر تابع هدف •

 وي باشند آنها را در ازاء هر محدوديت مساوي به دو محدوديت اگر محدوديت هاي مسأله به شكل مسا •
 : نامساوي به شكل زير مي توان تبديل كرد

 اگر
 باشد مي توان آن را با

 .جايگزين كرد
 نكته

 ين تبديل موجب افزايش تعداد محدوديتها مي شود و اين امر در زماني كه تعداد ا
 در اين وضعيت از روش زير . مقرون به صرفه نيست محدوديتهاي مساوي زيادتر باشد

 : مي توان استفاده كرد

 اگر

 باشد، مي توان آن را با

. جايگزين كرد
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 . مسأله برنامه ريزي صفر ـ يك زير را به فرم استاندارد تبديل كنيد ) مثال

) j=1,2,…,6 ( ۱ يا 

 ، ، ـ ضرب كرده و تغيير متغير زير را براي متغيرهاي ۱ به منظور استاندارد كردن مسأله، محدوديت دوم را در
 . كه داراي ضريب مثبت هستند، انجام مي دهيم

 براي ساير متغيرهايي كه داراي به منظور يكسان كردن كلية متغيرهاي تصميم و نمايش همگي آنها با نماد
 . در تابع هدف هستند از تغيير متغير زير نيز مي توان استفاده كرد ضريب منفي

 . تغيير متغير اخير، فقط به منظور زيباسازي مسأله انجام شده و الزامي در انجام آن نيست

) j=1,2,…,6 ( ۱ يا 
 نكته

 چون در فرم . شيوه استفاده اين الگوريتم مانند روش انشعاب و تحديد است
 استاندارد اين نوع از مسايل تمامي ضرايب متغيرهاي تصميم منفي و تابع هدف

MaxZ حداكثر . است Z ) است صفر ) در صورت عدم وجود عدد ثابت در تابع هدف . 
 روش شمارش ضمني با صفر در نظر گرفتن مقدار متغيرهاي تصميم آغاز مي شود

 توضيح . و در مراحل حل به تدريج سعي مي شود كه جوابها در محدوديتها صدق كنند
. الگوريتم مستلزم تعريف بعضي از اصطلاحات زير است
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 (Partial Solution) جواب جزيي

 . اختصاص داده شود به آن جواب جزيي گويند ) صفر يا يك ( يم مقدار در صورتي كه به بعضي از متغيرهاي تصم

 ) Free & Fixed Variables ( متغيرهاي آزاد و ثابت
 متغيرهاي تصميمي كه در جواب جزيي به آنها مقدار اختصاص داده شده باشد، متغير ثابت و به مابقي متغيرها،

 متغيرهايي هستند كه انشعابي بر روي آنها انجام نگرفته و تصميمي براي متغيرهاي آزاد، . متغيرهاي آزاد گويند
 به منظور درك بهتر مفهوم متغيرهاي آزاد، ثابت و جواب جزيي به مثال . صفر يا يك بودن آنها صورت نپذيرفته است

 . توجه كنيد

 . بت را مشخص كنيد براي گره هاي زير، جواب جزيي، متغير آزاد و ثا ۱ با استفاده از اطلاعات شكل

 متغيرهاي ثابت متغيرهاي آزاد جواب جزيي شماره گره
2 
3 
4 
10 

 گره، جواب جزيي و متغيرهاي آزاد و ثابت . ۱۱ ـ ۱۵ جدول

 انديس متغيرها اعداد داخل پرانتز مربوط به جوابهاي جزيي، . به نمايش گذارده شده اند جواب هاي جزيي با نماد
براي اين متغير و در صورتي كه با ۱ را نشان داده و اگر اين انديس با ضريب مثبت بيان شود به معني داشتن مقدار
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 به معني انجام مثلاً . ضريب منفي نشان داده شوند به معني داشتن مقدار صفر براي متغير است
 مثبت نشان داده شده است به در جواب جزيي با ضريب و از آنجا كه انديس . است انشعاب بر روي

 . است نشان داده شده است به معني ) ـ ۲ ( در جواب جزيي با و چون انديس معني
 به نمايش گذاشته شده و اعداد داخل پرانتز مربوط به متغيرهاي آزاد، انديس F مجموعه متغيرهاي آزاد با نماد

 بيانگر آزاد بودن F(2,3) مثلاً . متغيرهايي را كه هنوز انشعابي بر روي آنها صورت نپذيرفته است را نشان مي دهد
 . است ، متغيرهاي

 ضوابط انشعاب

 س به گونه اي است كه با انجام تعداد كمتري از انشعاب جواب ضوابط انتخاب متغير براي انشعاب در الگوريتم بالا
 . ضوابط انشعاب به شرح زير است . موجه به دست آمده، بهبود يابد و يا انشعاب به عمق برسد

 . ۱ ضابطه •

 هر متغير آزادي كه ضرايب آن در تمامي محدوديتهايي كه مقدار متغير كمكي آنان منفي است، همگي
 زيرا افزودن اين گونه متغيرهاي آزاد به جواب جزيي نمي . انشعاب انتخاب نمي شوند مثبت باشند براي

 و بايد به عنوان متغيرهايي كه اميدبخش نيست كنار گذارده . تواند غيرموجه بودن مسأله را بهتر كنند
 . شوند

 . ۲ ضابطه •

 ند براي انشعاب انتخاب مي باشد، اگر در رابطة زير صدق ك كه ضريب آن در تابع هدف متغير آزاد
 نشان داده مي شود، قابل اين ضابطه تنها بعد از به دست آوردن يك جواب موجه كه با . نمي شود

 . اعمال است

 تذكر

Z نشان دهندة تابع هدف بر اساس جواب جزيي مربوط به گره مورد بررسي
 به اين دليل است كه انتخاب آن نمي تواند به يك عدم انتخاب . است

 . جواب موجه بهتر منتهي شود
• 

 . ۳ ضابطه
 كنار گذارده نشده اند، متغيري انتخاب مي شود كه قدرمطلق ۲ و ۱ از بين متغيرهاي آزادي كه با ضابطه

. زير قابل اعمال است اين ضابطه با استفاده از رابطة . مجموع مقادير منفي متغيرهاي كمكي را حداقل كند
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 ضوابط به عمق رسيدن
 : هر گره به عمق مي رسد، اگر

 مساوي باشد، امكان وجود جواب اگر مقدار تابع هدف با . باشد مقدار تابع هدف آن گره كمتر از •
 . بهينة چندگانه را نبايد از نظر دور داشت

 : زير است نرسيدن به جواب موجه كه معادل با رابطة قدرمطلقي •

 | مجموع ضرايب منفي متغيرهاي آزاد | | |
 مربوط به هر گروه

 عدم وجود متغير آزاد •
 رسيدن به يك جواب موجه •

 گام الگوريتم شمارش ضمني بالاس

 . ۱ گام •
 . مسأله را به صورت فرم استاندارد درآوريد

 . ۲ گام •
 قرار اگر اين حد از قبل موجود نباشد، . ايجاد كنيد با استفاده از جواب موجه يك حد پاييني

 ) تمامي متغيرها آزاد هستند ( دهيد

 . ۳ گام •
 براي انجام اين كار از ضوابط انتخاب متغير براي انشعاب . يكي از متغيرها را براي انشعاب انتخاب كنيد

 . استفاده كنيد

 . ۴ گام •
 ه بعد از انشعاب را محاسبه كنيد و در صورتي كه جواب مقدار تابع هدف، جواب جزيي و متغيرهاي آزاد گر

 . جايگزين كنيد موجود بود، به عنوان مقدار جديد موجه و مقدارش بهتر از

. ۵ گام •
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 . ضوابط به عمق رسيدن را براي گره ناشي از انشعاب مورد استفاده قرار دهيد

 . ۶ گام •
 . برويد ۳ ر اين صورت به گام در غي . اگر هيچ جواب جزيي باقي نماند، توقف كنيد

 . مسأله برنامه ريزي صفر ـ يك زير را در نظر بگيريد ) مثال

)j=1,2,…,5 ( ۱ يا 

 مسأله به صورت فرم استاندازد درآورده و متغيرهاي كمكي را به آن اضافه ) ـ ۱ ( با ضرب كردن محدوديتها در . ۱ گام
 . كنيد

) j=1,2,…,5 ( ۱ يا
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 براي است، لذا مسأله را نشان مي دهد، ميزان غيرموجه بودن ، كه چون از نظر قدرمطلق كوچكترين
 . اين انشعاب در شكل زير مشخص شده است . انشعاب انتخاب مي گردد

 مثبت شده اند، و جوابي موجه است، يعني مقدار ۱ از آنجا كه جواب به دست آمده براي گره . ۴ گام
 ـ 8 به از نشان داده مي شود، مقدار كه از اين به بعد مقدار آنها بانماد

 ه مي شود نشان داد كه با ۱ آزادند و جواب جزيي براي گره ۲ و ۳ ، ۴ ، ۵ در اين گره متغيرهاي . افزايش مي يابد
 . است براي ۱ داراي مقدار

 را بررسي مي ۲ ضوابط به عمق رسيدن براي گره . به علت رسيدن به جواب موجه به عمق مي رسد ۱ گره . ۵ گام
. كنيم
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 . ۱ ضابطه
 پس اين ضابطه موجب . كمتر نيست ، صفر بوده است و از ۲ گره z مقدار

 . نمي شود ۲ به عمق رسيدن گره
 . ۲ ضابطه

 . بررسي مي كنيم ۲ امكان پيدا كردن جواب موجه را براي گره

به عمق نمي رسد ۲ طبق اين ضابطه گره

 . به عمق نمي رسد ۲ پس طبق اين ضابطه گره

 . ۴ و ۳ ضابطه
 چون هم متغير آزاد وجود دارد و جواب موجه نيز براي اين گره به دست نيامده اين

 . لذا انشعابهاي روي آن ادامه مي يابد . است گره به عمق نرسيده و فعال

 ۲ ادامه انشعاب از گره

 . بررسي مي كنيم ۴ و ۳ ، ۲ را براي متغيرهاي آزاد ۲ ضابطه . كنار گذاشته مي شود طبق ضابطه . ۳ گام

 پس هيچكدام از متغيرها را طبق اين ضابطه نمي توان كنار
 . ها را محاسبه مي كنيم . گذاشت

. نشان داده شده است ۱۱ ـ ۱۳ اين انشعاب در شكل . ادامه مي يابد لذا انشعاب بر روي
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 چون جواب اين دو گره موجه . نوشته شده است ۴ و ۳ مشخصات هر گره محاسبه شده و در كنار گره هاي . ۴ گام
 . باقي مي ماند ) ـ ۸ ( تغيير نكرده و همان نيست مقدار

ضوابط به عمق رسيدن . ۵ گام
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 . ۱ ضابطه
 =­ ۲ ( ، ۳ مقدار تابع هدف گره  نيست بوده و كمتر از (

 و
 = ۰ ( ، ۴ مقدار تابع هدف گره  . نيست بوده و كمتر از (

 . به عمق نمي رسند ۴ و ۳ لذا طبق اين ضابطه هيچكدام از گره هاي

 . ۲ ضابطه

 . منفي است، اين ضابطه را براي محدوديت دوم بررسي مي كنيم چون فقط : ۳ بررسي گره
 . اين ضابطه براي هر دو محدوديت بررسي مي شود . منفي است و هم ، چون هم ۴ براي گره : ۴ بررسي گره

 محدوديت اول

 ره، جواب موجه به دست نمي صدق مي كند با انشعابهاي بيشتر براي اين گ ۴ براي گره ۲ با توجه به اينكه ضابطة
 . نمي شوند ۳ موجب به عمق رسيدن گره ۴ و ۳ ضابطه . هنوز فعال است ۳ گره . آيد و انشعاب به عمق مي رسد

 ۳ ادامه انشعاب از گره

 كنار گذارده شده و طبق ضابطه سوم ، ۱ هستند، كه طبق ضابطه ، ۳ متغيرهاي آزاد در گره . ۳ گام
 . انتخاب مي شود

: انشعاب به صورت زير است
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 . ۴ گام

 ، موجه و مقدار ۵ چون فقط جواب گره . نوشته شده است ۴ و ۳ مشخصات گره هاي محاسبه شد در كنار گره هاي
 . تغيير مي يابد تعويض و است، مقدار آن با مقدار قبلي تابع هدفش بيشتر از

 . ۵ گام
 و هيچ كدام از ضوابط براي به عمق . جوابي موجه است به عمق مي رسد چون داراي ۵ گره ضوابط به عمق رسيدن

 صدق نمي كند ۶ رسيدن گره

 ۶ ادامه انشعاب بررسي گره

 . ۳ گام
 ، حذف ۲ با توجه به ضابطه انشعاب كنار گذارده شده و تنها متغير آزاد باقي مانده ۱ طبق ضابطه متغير

. مي شود
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 . كنار گذارده مي شود و چون متغير آزادي براي انشعاب وجود ندارد توقف مي كنيم چون رابطه صدق مي كند،
 .مي باشد و ، ، ، و است كه داراي ۵ جواب بهينه مربوط به گره

Gomory’s cut صفحه برش ( روش گوموري ( 

 يكي از پايه گذاران برنامه ريزي با اعداد صحيح بوده وكمك شاياني به توسعه تكنيكهاي حل اين گونه رالف گوموري
 . مسائل نموده است

 سه روش عمده گوموري كه در آنها از محدوديتهاي مقطع براي يك برنامه ريزي با اعداد صحيح استفاده مي گردد ،
: عبارتند از
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 روش كسري •
 ا اعداد صحيح روش برنامه ريزي كامل ب •
 روش برنامه ريزي مخلوط با اعداد صحيح •

 را كه به عنوان مقطع در اين روشها مورد استفاده قرار مي قبل از تشريح اين سه روش ، ابتدا چگونگي محدوديتهايي
 . گيرند نيزبررسي مي نماييم

 : ن به صورت زير نشان داد مي توا ) براي يك مسئله ( ام را در يك راه حل پايه اي i هر محدوديت زماني

 نشان دهنده آخرين ضرايب تغيير داده شده براي راه حل پايه اي مورد به طوري كه
 . ام است i نيز متغير پايه اي براي محدوديت بحث بوده و متغير

 . ممكن است به صورت زير بسط داد محدوديت را

 را براي نشان دادن عدد صحيح به كار ببريم ، رابطه فوق را مي توان بدين صورت تغيير ] ) ( [ اگر علامت كروشه
 : داد

 چنانچه كليه عبارات مربوط به اعداد صحيح را به سمت چپ اين رابطه منتقل نمائيم ،

 ) داراي ارزش غير منفي خواهند بود توجه شود كه عبارت (

 تذكر
 ارزش سمت چپ معادله فوق براي يك راه حل اپتيموم يا با اعداد صحيح بايد

 . برابر با يك عدد صحيح باشد
 زيرا كليه ضرايب متغيرهاي موجود درآن سمت با اعدادصحيح مشخص مي
 شوند و همچنين ارزش نهايي براي عبارت كسري موجود در سمت راست

بايد برابر با يك عدد صحيح گردد ) به علت متساوي بودن دو طرف آن ( معادله
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 : براي سمت راست معادله فوق خواهيم داشت

 لكن سمت چپ اين نامعادله برابر با يك عدد صحيح است ، در حالي كه سمت راست آن برابر با يك عدد كسري
 ، آن عدد صحيح لزوماً خواهد بود ، در اين صورت اگر يك عدد صحيح بايد برابر با يا كوچكتر از يك عدد كسري بشود

 : بايد برابر با صفر يا يك عدد منفي باشد ، يعني داريم

 ) نيز بدست آورد ۶۲ موجود در صفحه ۳ نتيجه مذكور را مي توان با استفاده از قضيه (

 . ر باشد نيز بايد برابر با يا كوچكتر از صف ) به علت متساوي بودن دو طرف آن ( سمت چپ معادله مورد بحث در فوق
 نامعادله

 بوده وبر اساس آن مي ) براي برنامه ريزي با اعداد صحيح ( عبارت از مقطع مورد استفاده در روش كسري گوموري
 . توان محدوديتهاي مقطع را براي حل يك مسئله مشخص نمود

 : ام براي يك راه حل اپتيموم كسري عبارت باشد از i به طور مثال اگر محدوديت

 : براي راه حل مزبور به طريق زير حاصل مي گردد ام i يك محدوديت مقطع از اين تساوي

: بنابراين داريم
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 : از اين رو محدوديت مقطع مورد نظر عبارت است از

 روش كسري گوموري با برنامه ريزي با اعداد صحيح

 اين روش از نظر طبقه بندي براي يك برنامه ريزي كامل با اعداد صحيح به كار مي رود و نقطه شروع تجسس براي
 آن برنامه مي مزدوج وكسري براي – يافتن يك راه حل با اعداد صحيح در اين روش عبارت از يك راه حل عملي اوليه

 . باشد
 مسئله است اين روش همچنين مشتمل بر استفاده از محدوديتهايي به نام محدوديتهاي مقطع براي

 عبارتند از اقدامات لازم براي استفاده از روش كسري گوموري در حل يك برنامه ريزي با اعداد صحيح به ترتيب
 : قدم اول

 . نيز حل نماييد ضرورت صحيح بودن ارزش متغيرهاي آن مسئله را با استفاده از روش سيمپلكس بدون توجه به
 . براي مسئله حاصل خواهد شد ) مزدوج – يعني يك راه حل عملي اوليه ( از اين رو يك راه حل اپتيموم

 : قدم دوم
 اين صورت غير چنانچه راه حل حاصل در قدم اول نيز يك راه حل اپتيموم وبااعداد صحيح است ، توقف نماييد ، در

. ازقدم سوم استفاده نماييد
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 : قدم سوم

 در راه حل كسري موجود كه ارزش ) به انضمام تابع هدف ( ازهر محدوديتي
 براي آن از ساير ارزشهاي متناظر موجود بيشتر است نيز يك محدوديت مقطع به دست آورده وآن رابه تابلوي نهايي

 براي آن كسري باشد نيز مي توان يك مقطع به دست هر محدوديتي كه البته از ( موجود ضميمه نماييد

 موجب مي شود كه مقطع حاصل از آن همواره رسيدن به راه حل آورد، لكن محدوديت بابيشترين
 . نهايي را سرعت بخشد

 : قدم چهارم
 حل مسئله را با استفاده از روش سيمپلكس مزدوج ادامه دهيد ، تااينكه يك راه حل اپتيموم براي آن حاصل شود ،

 . سپس به قدم دوم باز گرديد
 : مثال زير را مورد توجه قرار مي دهيم

 : با افزودن متغير هاي كمبود داريم

: سيمپلكس به ترتيب خواهيم داشت براي حل مسئله با استفاده از روش
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 يك راه حل اپتيموم كسري براي اين مسئله ارائه مي دهد ، بنا بر اين بايد اولين ۳ ملاحظه مي شود كه تابلوي
 . محدوديت مقطع را براساس روش كسري گوموري به دست آورده و آن را به تابلوي مزبور ضميمه نمائيم

 ، و از اين رو اولين ) 0/75=3/75­3 يعني ( است ، داراي بيشترين ارزش ۳ محدوديت دوم در تابلوي
 ممكن است بدين ۳ در تابلوي محدوديت دوم را . مقطع را براي مسئله مي توان از اين محدوديت نتيجه گيري نمود

: صورت نشان داد
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 محدوديت مقطع بر اساس نامعادله

 : براي محدوديت موجود در فوق بدين قرار خواهد بود

 . به يك معادله تبديل مي نمائيم t ۱ اين محدوديت مقطع را با افزودن متغير كمبود

: ضميمه نموده و نتيجتاً داريم ۳ محدوديت مقطع حاصل را به تابلوي
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 : نشان دهنده يك راه حل اپتيموم وبا اعداد صحيح است به طوري كه براي آن داريم ۵ تابلوي

 ، به افزودن باز هم داراي ارزش كسري براي يك يا چند متغير آن مي بود ۵ چنانچه تابلوي لازم به يادآوري است كه
 محدوديتهاي مقطع اضافه تري به آن با روشي مشابه ادامه مي داديم تا آنكه راه حلي نهايي و با اعداد صحيح براي

 : مي دهيم دراينجا تعبير هندسي راه حل فوق را به صورت زير نشان . مسئله حاصل گردد

: ناحيه عملي براي مسئله بدين صورت است
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 براي رسم محدوديت مقطع در شكل فوق ، ابتدا آن محدويت بر حسب متغير هاي اصلي مسئله به صورت زير
 : تنظيم يافته وسپس رسم گرديده است براي محدوديت مقطع داريم

 : بارت خواهد بود از اين محدوديت مقطع برحسب متغيرهاي اصلي مسئله ع

 ملاحظه مي شود كه محدوديت مقطع قسمتي از ناحيه عملي را در شكل فوق مجزا نموده است ولكن قسمت مجزا
. شده شامل هيچ راه حل با اعداد صحيح نمي گردد
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 تكاليف
 . مسائل زير را با روش صفحه برش حل نمائيد

۱ - 

۲ -
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