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  مقدمه

هـايي   حـل  راهوها  از فعاليت ظاهراً )Operations Research (تحقيق در عملياتاصطلاح   

الجيشي و جنگي  دانشمندان انگليسي در جنگ جهاني دوم در مسائل سوقشود كه گروهي از  ناشي مي

بعبـارت ديگـر اينهـا بـه     . انجام داده بودند تا مؤثرترين روش استفاده از منابع محدود نظامي را بيابنـد 

گيـري از   اين رشته تصـميم . پرداخته بودندجهت بهينه كردن استفاده از آنها  تحقيق در عمليات نظامي

اي شناخته شده است كه اطلاعات علمي را به منظور تعيين بهترين نحوه اسـتفاده از   ان رشتهآغاز بعنو

  .گيرد منابع محدود بكار مي

هـاي تحقيـق در    تجاري و صنعتي در صـدد اسـتفاده از روش  موسسات پس از مسائل جنگي 

فـت روش  كنيك رياضي كه مورد قبـول همـه در تحقيـق عمليـات قـرار گر     تاولين . عمليات برآمدند

Simplex ريزي خطي نام دارد كه توسط  برنامهG.B. Dantzig  كامپيوترهـاي  . ارائه شـد  ۱۹۴۷در

  .بسيار مؤثر بودند (.O.R)فقيت روش تحقيق در عمليات ديجيتال در مو

ها مـورد   در بسياري از رشته و ها از كاربردهاي تجاري و نظامي و صنعتي فراتر رفته اين فعاليتاكنون 

  .گيرد استفاده قرار مي

  مراحل بررسي تحقيق در عمليات
  

اي كه يك گروه تحقيق در عمليات بايد در طرح و اجراي يك بررسي طي كند عبارتنـد   را حل عمدهم

  :از

  سازي نتايج نهايي پياده -۵تحقيق درستي مدل -۴حل مدل  -۳سازي  مدل -۲تعريف مسأله  - ۱

  سازي مدل

تحليل قرار گرفته و مدلي از وضعيت طبيعي آن  سي وربردر تحقيق در عمليات ابتدا رفتار سيستم مورد

  .شود سيستم ساخته مي

  تعريف مدل

كه جزييات معيني از سيستم  واقعي  واقعي است سيستم  از وضعيتانتزاعي نمايشي  هر سيستم مدل-

  .را در بر دارد

  .بيني است تسهيل محاسبات و پيشمدل توصيفي از يك سيستم براي  -
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همـواره بـا   و   سـي آن تعريـف مـي شـود    ربه منظور برومدل يك سيستم معرف آن سيستم است    -

در اكثر بررسي ها  در نظر گرفتن همـه جزييـات   . سازي همراه است ها و ساده سازي  ها، خلاصه فرض

  .ر داشته باشدجزييات را در بلازم نيست  اما باندازه كافي براي بررسي بايد 

در . .سيستم ممكن است از قبل وجود داشته باشد يا اينكه هنوز به مرحله اجرا درنيامده باشد

هدف مدل تحليل رفتار سيستم به منظور بهبود عملكرد آن اسـت و در حالـت دوم هـدف     حالت اول

  ..مدل عبارت از تعيين بهترين ساختار براي سيستم موردنظر در آينده است

كننـد امـا آن    است كه رفتار آن را كنترل مي )متغيرهايي(يك سيستم ناشي از بسياري عناصر پيچيدگي 

  . گيرد سازي صورت مي رو ساده از اين. كننده مؤثر دارند مد نظرند بخشي از متغيرها كه نقش تعيين

گيرد  حاكم به آن مركز صورت ميسازي سيستم واقعي روي تعيين متغيرهاي مؤثر خود روابط  در ساده

پذير  روابط بين اين متغيرها را به شكلي كه تحليل ،است از وضعيت دنياي واقعي يكه تجريد ،و مدل

  .نمايد باشد مشخص و ساده مي

  انواع مدل

  :كه ازآن جمله است مدلها انواع مختلف دارند

1Verbal2) (،كلامي)(Visualمصور، فيزيكي 
  و رياضياتي ياتحليلي 

  )۱۳۷۶شبيه سازي دكترمحلوجي ،و۱۹۷۷،جزوه دكتر گاتفريد (  

  
  

   :مدل فيزيكي
  

  ظير مدل هواپيمانبامقياس كو چك است   ,فيزيكيشي ء   يك  ,مدل فيزيكي

                                     
1

 A verbal model is described with words rather than symbols, graphs, formulas, etc 
2 Visual modling is the graphic representation of objects and systems of interest using graphical languages 
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  ينمونه يک مدل فيزيک ۱شكل 

  

. 

  
  ينمونه ديگر از  يک مدل فيزيک ۲شكل 

  مدل مصور
از زبـان  هاي مورد نظـر بـا اسـتفاده     سيستم. مدل مصور نماياندن تصويري است

  )3 شكل.( شود تصوير توصيف مي
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  yبه  تنسب يجزئ ياز مشتق گيرمصور ِيک مدل ۳شكل 

 

  
  )از اينترنت( يچرخه فتوسنتز گياه مصوريک مدل  ۴شكل 

 

  )verbal( مدل كلامي
  .كندتا با علامت، نمودار فرمول و غيره ت را توصيف مييبا كلام ياواژه وضع مدل كلامي

  داده شده صحيح است؟ كلامي مدل۴صورت مسئله زير کدام يک از با توجه به  مثال

آموزان كلاس پنجم با معلمـان خـود بـه گـردش رفتنـد وروديـه بـراي          دانش  
هـا دوازده نفـر    معلـم . تومان است 300تومان وبراي هر معلم  200آموز  هردانش
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مدل  كداميك از اشكالدر زير.تومان بود 4200بودند جمع كل وروديه پرداختي 

  دهد؟ آموزان نشان مي كلامي اين مساله را براي يافتن تعداد دانش
  

  

  

  

  

  يمدل کلاميك نمونه  ۵شكل 

 
 

  مدل رياضي

 ـمي كنـد    سيستم استفاده  از علايم و روابط رياضي براي معرفي  مدل رياضي ا تهيـه مـدل رياضـي    ب

  بدنبال حل مدل

   .بدست آيديم تا شاخص هاي كارايي مطلوب مي باش 

 نـوع خاصـي از مـدل رياضـي سيسـتم     را مي توان  شايان ذكر است كه مدل شبيه سازي يك سيستم  

  .از ميان اجراهاي مختلف مد نظر قرار مي گـيرد ءراجيك ا .ست كه براي اجراء طراحي شده نه حلناد

كردن اين نوع مدل چنـين فـرض    هدر فرمول. عموماً نام تحقيق در عمليات با مدل رياضي همراه است

 ـآنها توسط توبيان رفتارسيستم  شود كه تمام متغيرهاي مربوطه كمي بوده و براي مي بهـم   اضـي يع راب

  .آيد از راه محاسبات رياضي مناسب بدست مي جواب مدل سپسمربوط مي شوند 

  

  تحقيق در عمليات در  ساختار مدل رياضي

متغيرها مجهولاتي هستند كه بايد از روي جواب : decision variables گيري متغيرهاي تصميم -۱

  .مدل تعيين شوند

ورودي يه 
 هر معلم

تعداد
 معلمان

وروديه هر
 آموزدانش

تعداد 
آموزا دانش

  كل
+ =× × هزينه 

× -= ×

× +=

× ×-

ورودي يه 
 هر معلم

تعداد
 معلمان

وروديه هر
 آموزدانش

تعداد 
آموزا دانش

  كل
 هزينه 

 

×

 

 

 =

ورودي يه 
 هر معلم

تعداد
 معلمان

وروديه هر
 آموزدانش

تعداد 
آموزا دانش

  كل
 هزينه 

 

ورودي يه 
 معلمهر 

تعداد
 معلمان

وروديه هر
 آموزدانش

تعداد 
آموزا دانش

  كل
 هزينه 
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  پارامترها-۲

   Constraintsها  محدوديت -۳

سـازي  بيشـينه  كه اگر كميتي مطلوب باشد قصدتصميم تابعي است از متغيرهاي : تابع هدف -۴
1

را  آن

سازي كمينه داريم و اگر كميتي نامطلوب است قصد
2

يـا   توانـد ميـزان سـود     اين تابع مي. داريمرا  آن 

  . باشد گيري صميمت يهزينه سيستم بصورت تابعي رياضي از متغيرها 

  توان بصورت زير در نظر گرفت هاي رياضي تحقيق در عمليات را مي مدل

  

1( ... )nZ f x x= تابع هدف   

. . ( ... ) ( , , ) 1, 2, ...,1s t g x x b i mni i≤ ≥ = =  
 :واقعي قيود نا منفي بودن متغيرهاي تصميم نيز وجود دارددر اكثر سيستم هاي دنياي 

0 1, 2,...,jX j n≥ =  

  

  سازي يك مدل رياضي ساده

پس از ساختن يك مدل رياضي ممكن است ساده كردن آن به منظور سهولت در تحليـل آن ضـروري   

  :هاي رايج برخي از ساده سازي. باشد

  پيوستهتبديل متغيرها ي گسسته به متعيرهاي  -۱

  . هاي پيچيده است حل خطي كردن توابع غيرخطي زيرا توابع غيرخطي مستلزم راه -۲

)مثلا اگر داشته باشيم )( ), ,..., .21Z Max Min x x x n= با فرض ( ), ,..., .21Y Min x x x n= يبه صورت زير خط 

  شود يم

0
1,2,...,

i

i

Max Z Y
x Y
x
i n

=
≥
≥
=

  

  تأثير كمهاي غيرجدي يا  حذف برخي از محدوديت -۳

  .شود هاي كمتري داشته باشند كارائي آن بيشتر مي محدوديت  هرچه مدل

                                     
1maximization 
2 minimization 
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  بندي مدلهاي رياضي تحقيق در عمليات تقسيم

هـاي   سيسـتم  بهتـر  ريـزي هرچـه   همانطور كه متوجه شديد در تحقيق در عمليات از مدل براي برنامه

موجود يا مربوط بـه   ...,ونقل حملنظامي، صنعتي، تجاري، مديريتي، اقتصادي، شهرسازي، ساختماني، 

شوند از  بندي رياضي به چند دسته تقسيم مي ريزي از نظر تقسيم هاي برنامه مدل. كنيم آينده استفاده مي

  :جمله

   Linear Programmingريزي خطي   برنامه -۱

  .Integer Prog   با اعداد صحيح ريزي  برنامه -۲

   .Dynamic   Progريزي پويا  برنامه -۳

   Non-linear) برنامه ريزي غيرخطي(از درجه يك ببالا متغيرهاي  ريزي با برنامه -۴

  .Goal Prog يآرمان يزيبرنامه ر-۵

  

  ١و  فرم كلي مدل آن ريزي خطي تعريف برنامه

  .نماييم ريزي خطي معطوف مي برنامه  اصطلاح  ابتدا توجه خود را به

مفهوم تعيين ارزش متغيرها با توجه به منابع موجود براي مسأله توان به  ريزي را مي كلمه برنامهدر اينجا

  .حل است ترين راه ريزي شامل پژوهشي رياضي در رسيدن به مناسب ارت ديگر برنامهبدانست بع

يـك    كلمه خطي دال بر اين مطلب است كه روابط بين متغيرهـاي دو مـدل مـوردنظر از نـوع درجـه     

  .باشد مي

  :توان گفت پس مي

ريزي خطي عبارت است از يك تكنيك رياضي جهت تخصيص منابع محدود موجود به بهترين  برنامه

ممكن در حاليكه روابط فيمابين عوامل متغيرها خطي باشد صورت.  

  

  ريزي خطي  فرم كلي مدل برنامه

  )حمدي طهترجمه  ۳۷  ص( 

  .استمدل به صورت زير. سازي باشد سازي يا كمينه زي خطي ممكن است از نوع بيشينهير يك برنامه

  تابع هدف

... ...1 1 2 2 1

n
Min orMa x Z c x c x c x c x c xn nj j j jj

= + + + + + + = ∑
=

 يا

                                     
  )۱۳۷۷( اصغر پور  کتاب مرحوم دکتر از 1
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                                          يها با محدوديت

... ( , , )11 1 12 2 1 1
... ( , , )21 1 22 2 2 2

( , , )

... ( , , )1 1 2 2

a x a x a x bnn
a x a x a x bnn

bi
a x a x a x bmn n mm m

+ + + ≤ = ≥

+ + + ≤ = ≥

≤ = ≥

+ + + ≤ = ≥

M M M M  

 
0jx ≥ متغيرهاي آزاد 

1
علامت يا در   

i...1تعداد محدوديت                           m= j...1تعداد متغير             → n= →  

گيري ها متغيرهاي تصميم jxكه در آن    
2
.اند 

  

, ,ij i ja b c 1...i m= → تعداد محدوديت   

j...1تعداد متغير                                                               n= →  

دكتر  ۳۳ص(ها  ijaمثال براي  .شوند مسئله معين مي فني جنبه هاي هايي هستند كه با شناخت ثابت  

  )مهرگان

 

 

 

  

  

 

 

  ريزي خطي برنامهها و عناصر اساسي مدل  واژه

ــأله    علامت مورد استفاده  واژه ــك مس ــب ي ــوم واژه در قال مفه

  توليدي

 انـواع توليد محصولات مختلـف مثلاً   -  فعاليت

B, A   

                                     
1 Unrestricted 
2 Decision varaible 
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ــاي  متغيرهــــــــــ

  گيري تصميم
.

.

1

.

n

x

x

 

در  B, Aمقدار توليد از هر محصول 

 x2 , x1دوره زمـاني توليـد كـه بـا     

  .شوند نمايش داده مي

  تابع هدف

1

n

j j
j

c xZ
=

كل سود ناشي از فروش محصـولات   ∑=

B ,A )     يـا مجمـوع هزينـه ناشـي از

  )توليد محصولات

ضــرائب متغيرهــاي  

 تصميم در تابع هدف

  ]هاcj[صورت مسئله

c1….cj….cn  يـا  (ناشي از فـروش  ) يا هزينه(سود

 B , Aهر محصول ) توليد

اعداد سـمت راسـت   

  هــا در محــدوديت

(1RHS).  

ها  ميزان منابع، ظرفيت

و يا امكانات موجـود  

بــراي دســتيابي بــه   

  هدف

1

m

b

b
M

 

ســاعت، نيــروي  -مــواد اوليــه، نفــر

  آلات انساني، ظرفيت ماشين

ــا   ــي يـ ــرائب فنـ ضـ

  تكنولوژيكي

11 12 1

21 22 2

.. ....

1 2

a a a n

a a a n

aij

a a am m mn

M
  

براي مثال مواد اوليه، ميزان كـار لازم  

 , Bبراي ساخت يك واحد محصول 
A  
  

ــا   solution)( جواب ــاديري از متغيره ــرداري از مق ي  ب

ــه   ــوري كـ ــه طـ ــميم بـ ــه تصـ همـ

 .كند ها را ارضا مي محدوديت

  

موجـه  ,يشـدن  جواب

  (feasible) ياممكن

ــه عـــــلاوه بـــــر   ــوابي كـــ جـــ

هـا،قيود علامـت را ارضـا     محدوديت

  .كند مي

 

  

                                     
1 Right hand side 
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ــه  ــواب بهينـــ  جـــ

(optimum) 
( جواب موجهي كه تابع هدف رابهينه

  .كند مي) بيشينه يا كمينه

 

  

  دو مثال ساده  براي مدلسازي با برنامه ريزي خطي

 A ۲۷۰۰۰هر واحد وسيله . توليد مي کند A,Bنوع وسيله چوبي کوچک  ۲يک کارگاه -  ۱مثال

که توليد مي  Aهر واحد وسيله . تومان ماده اوليه مصرف مي کند  ۱۰۰۰۰تومان بفروش مي رسد و 

 ۲۱۰۰۰هر قلم   Bوسيله . تومان افزايش ميدهد ۱۴۰۰۰شود هزينه هاي کارگري و بالاسري کارگاه را

لاسري و هزينه با  Bتومان ماده خام مصرف مي کند هر قلم وسيله  ۹۰۰۰تومان ارزش داشته و 

ساعت کار کارگر پرداختکاري و يک  ۲به  Aهر وسيله . تومان افزايش مي دهد ۱۰۰۰۰کارگري را 

به يک ساعت کار کارگري پرداخت کاري و يک  Bساعت کار نجاري نياز دارد و هر قلم وسيله 

اعت کار س ۱۰۰کارگاه محدوديتي در زمينه ماده اوليه ندارد اما تنها .  ساعت کار نجاري نياز دارد

نامحدود ولي  Aتقاضا براي وسيله . در اختيار دارد در هفته ساعت کار نجاري ۸۰پرداخت کاري و 

مدل توليد اين کارگاه را طوري تهيه کنيد که سود . عدد در هفته بفروش مي رسد ۴۰حداکثر  Bوسيله 

  ).۱۹۹۴وينستون،( هفتگي آن بيشينه گردد

   x2: در هفته  Bتعداد توليدي وسيله     x1:  فته در ه Aتعداد توليدي وسيله :     حل 

x2  )۱۰۰۰۰ -۹۰۰۰ -۲۱۰۰۰ +(x1 )۱۴۰۰۰ -۱۰۰۰۰ -۲۷۰۰۰= (Z تابع هدف پيشينه سازي 

            x2۲۰۰۰ +۱ Max Z=3000x  

8011:      محدوديت ساعت نجاري                                         21 ≤+ xx  

1:    محدوديت ساعت پرداخت کاري                                         22 1 100x x+ ≤  

B  :402 محدوديت تقاضا براي وسيله                                          ≤x 

,0:     محدوديت علامت                                                  21 ≥xx  

   – ۲مثال

را  ۴و3 ،2 ،  ۱داردکه ميتوانند محصولات I ، II ،III نوع ماشين ۳کارگاهي را در نظر بگيريد که 

جدول زير ميزان . وداز زمان تنظيم ماشين جهت کار روي محصول بعدي صرفنظر مي ش. توليد کنند

  .کار لازم هر ماشين روي هر محصولات  قطعه را نشان ميدهد

  )      ساعت(زمان لازم براي هر محصول   

موجوداز هر سالانه کل زمان   ۴  ۳  ۲  ۱  ماشين

  )ساعت(ماشين
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I ۱.۵  ۱  ۲.۴  ۱  ۲۰۰۰  

II  ۱  ۵  ۱  ۳.۵  ۸۰۰۰  

III ۱.۵  ۳  ۳.۵  ۱  ۵۰۰۰  

سود 

  هرقطعه

۵.۲۴  ۷.۳۰  ۸.۳۴  ۴.۱۸    

  

ن بطوريکه سودهفتگي ماکزيمم يمطلوبست مدل تعيين تعداد توليدهر يك از محصولات روي هر ماش

  .گردد

IIIIIIjiijx . در هفته توليد ميشود  jکه روي ماشين  iتعداد محصولي:  حل  ,,4,3,2,1 ==  

1تابع هدف                   2 3 4
1 1 1 1

5.24 7.30 8.34 4.18
III III III III

j j j j
j j j j

Max Z x x x x
= = = =

= + + +∑ ∑ ∑ ∑  

20004.25.1محدوديت ماشـين نوع 4321 ≤+++ IIII xxxx     I   

1 محدوديت ماشين نوع 2 3 45 3.5 8000II II II IIx x x x+ + + ≤  II        

III   50005.335.1محدوديت ماشين نوع 4321 ≤+++ IIIIIIIIIIII xxxx  

  

محصول در هفته نشان مي ۴طرف چپ محدوديت ها تعداد ساعت استفاده از ماشين ها را براي توليد 

  .دهد

IIIIIIjiمحدوديت علامت    
ij

x ,,4,3,2,10 ==≥       .  

ريـزي   نمونه هايي از مسـائل برنامـه   .طه مطالعه شود يبيشترفصل مدلساز ي کتاب حمد يآشناي يبرا

 يدر بهينـه سـاز   يخط ـ يلازم به ذکر است که برنامه ريـز . باشد يخطي در اين كتاب قابل مطالعه م

  .داردکاربرد ....)نظير خرپا، در نيرو گاهها يساختمان  يسازه هادر(موارد مختلف 

  

از آنجا كه در حل مسائل برنامه ريزي خطي يه شكل جديدي از مسائل نيـاز داريم،ذيـلاً بـه تعريـف     

  .شكل متعارفي و شكل استاندارد مي پردازيم

  يخط يزيمسئله برنامه ر ١رفيشكل متعا
  

  )۳۸حمدي طه ص  ترجمه( چنين است مسأله متعارفي هاي فرم ويژگي

                                     
1 Canonical form 
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  اند غيرمنفيگيري  كليه متغيرهاي تصميم -۱

  اند ≥ها از نوع  همه محدوديت -۲

  :فرم متعارفي داريم  يبرا پس .سازي است تابع هدف از نوع بيشينه -۳

1

m

i j
j

Max Z c x
=

=∑
 

Subject to 
1, ...,

1

0

n
a x b i mij j ij

x j

≤ =∑
=

≥
 

  باشند يتوانند منف يم biرين فرم مقاديد در ايدقت کن

  .توان با پنج تبديل به شكل متعارفي تبديل نمود ميريزي خطي را  يك مسأله برنامه

  مـثلاً   f(x)–سـازي منفـي ايـن تـابع      اسـت بـا بيشـينه   ارز  هـم  f(x)سازي يـك تـابع مثـل     كمينه -۱

1 1 ... n nMin Z c x c x= +   هم ارز است با  +

1 1 ... n nMax Z c x c x− =− − −  
به  )-۱( طرف نامساوي در منفي يك ۲تواند از راه ضرب  مي) ≤يا  ≥(مساوي در يك جهت نايك  -۲

1 قيد خطي ،پسيك نامساوي در جهت مخالف آن تبديل شود 1 2 2 ba x a x  هم ارز اسـت بـا   +≤

1 1 2 2a x a x b− − ≤ −     

1 همچنين 1 2 2p x p x q− − ≥ 1  هم ارز است با  − 1 2 2p x p x q+ ≤.   

  مثلاً . جهت مخالف قرار داد ۲نامساوي در  ۲توان  بجاي يك تساوي مي -۳

1 1 2 2a x a x b+   محدوديت همزمان ۲هم ارز است با  =

,1 1 2 2 1 1 2 2

,1 1 2 2 1 1 2 2

a x a x b a x a x b

يѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧا

a x a x b a x a x b

+ ≤ + ≥

+ ≥ − − ≤ −
 

نـا  : چپ آن قدر مطلق دارد بدو نامساوي معمولي بـدل شـود   تسمثيك محدوديت نامساوي كه  -۴

1مساوي  1 2 2 || ba x a x   :هم ارز است با +≥

,1 1 2 2 1 1 2 2a x a x b a x a x b+ ≥ − + ≤  

0qچنـين بـه ازاي    هم 1نامسـاوي   ≤ 1 2 2p x p x q+ نامسـاوي   ۲هـم ارز اسـت بـا يكـي از      ≤

1 1 2 2 qp x p x ≤ 1يا     +− 1 2 2 qp x p x ≥+.  
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متغيـر غيرمنفـي هـم ارز     ۲با تفاضـل  ) يا صفر باشد –يا + تواند  ميمتغير ي كه يعني (متغير آزاد  -۵

 :مـثلاً . تفاضل دو متغير غيـر منفـي گذاشـت     توان باشد بجاي آن مي در علامت آزاد xلذا اگر . است

x x x+ −= x,كه در آن  − x+   .اند متغيرهاي غيرمنفي −

0xمنفي باشد بجـاي آن متغيـر    xاگر x− =  x-ديـديم َ  xپس هرجـا  س ـشـود   تعريـف مـي   ′<

  .گذاريم مي

  حمدي طه ترجمه ۴۰ص مثال 

  حمدي طه ترجمه  ۴۹ص  ۲-۱۷ نتمري

  مطلوب است فرم متعارفي مسأله زير:مثال 

2 3 51 2 3
51 2 3

6 7 9 151 2 3
| 19 7 5 | 131 2 3

0, 0,1 2 3

Min Z x x x

x x x

x x x

x x x

x x x unrestricted

= + +

+ − ≥ −

− + − =

− + ≤

≥ ≥

 

  

53اول تبديل  ،الذكر متعارفي مسأله فوقفرم جهت  4x x x=   انجام ميدهيم−

  

2 3 5 5 51 2 4Ma x Z x x x x− = − − − +  
                                                       sub. to   

551 2 4
6 7 9 9 1551 2 4
6 7 9 9 1551 2 4

19 7 5 5 1351 2 4
19 7 5 5 1351 2 4

0 0 , 051 2 4

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

− − + − ≤

− + − + ≤

+ − + − ≤ −

− + − ≤

− + − + ≤ −

≥ ≥ ≥
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  مسئله برنامه ريزي خطي  ١شكل استاندارد

  

  )حمدي طه  ترجمه: از (چنين است LPمساله هاي شكل استاندارد  ويژگي

بـاقي  ) ≤۰(نا منفي كه به صورت نامسـاوي   وديبه صورت تساوي هستند بجز ق ها كليه محدوديت -۱

  .ماند مي

منفي بود  RHSپس چنانچه  .ي غيرمنفي استردامق)  RHS(ر محدوديت ه عنصر سمت راست -۲

  .طرفين رابطه را در منفي يك ضرب كنيد

يا آزاد بود طبق آنچه كه قبلاً گفتيم عمل كنيد تا  ≥۰اند پس چنانچه متغيري  همه متغيرها غيرمنفي -۳

  .ندشوهمه متغيرها غيرمنفي 

  Minباشد هم از نوع  Maxتواند هم از نوع  ميشكل استاندارد  در تابع هدف -۴

  

د مثلاً                         ييبه تساوي تبديل نما نا منفي نامساوي را با كم يا اضافه كردن متغيرهاي كمكيهاي  محدوديت

   
2 0 2 0 , 01 2 3 1 2 3 1 1
2 0 2 0 01 2 1 2 2 2

x x x x x x s s

x x x x s s

+ + ≤ ⇔ + + + = ≥

+ ≥ ⇔ + − = ≥
  

  مثلاً اگر داشته باشيم 

  

                                  
n

Z= c xjj=1 j∑  

1
. . 0 1,...,

0 1,...,

n

ij i i i
j

j

s t a x b b i m

x j n
=

≤ ≥ =

≥ =

∑
 

 
mS,...,1آن با اضافه كردن متغيرهاي كمكيشكل استاندارد S آيد ها بدست مي به محدوديت.  

                                     
1Standard form 
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1

1, ...,
1

0 1, ...,

0 1, ...,

n
Max Z c xj jj
n

a x s b i mij i i ij

x j nj

s i mi

= ∑
=

+ = =∑
=

≥ =

≥ =

 

د بايد بدنبال بهتـرين  رجواب دا ∞كند كه  مجهول پيدا مي m+nا بمعادله  mدر فرم استاندارد مسأله 

  .جواب گشت

  مثال ساده يك 

, , ,

Max Z x x x x
x x
x x x
x x x x

= +

+ ≤

−

≥

+ −

+ ≤ −

1 2 3 4
2 3
1 2 4
1 2 3 4

3 4 2
5
3

0
2  

  فرم استاندارد

3 4 21 2 3 4
52 3 1

3 21 2 4 2

0 1, ..., 4

0 1, 2

MaxZ x x x x

x x s

x x x s

x jj

s ii

= + − +

+ + =

− − + − =

≥ =

≥ =

 

شود و  مينكم  از آن آن اضافه يا هباشيم هيچ متغير كمكي ب در فرم استاندارد تساوي داشته راگ :توجه

  .آيد معادلات مي رد عيناً

  

  متغيره در برنامه ريزي خطي  ۲حل ترسيمي مسائل 

زيـرا   رود  متغيـره بكـار مـي    ۲چند متغيره عملي نيست اما براي حالـت   راه حل ترسيمي براي مسائل

  .متغيره را بطور ترسيمي داراستتوانايي توضيح و نمايش مفاهيم اصلي راه حل مسائل چند 

  مخصوصا در طريق ترسيمي اين قضيه را كه جواب بهينه بر روي يكي از نقاط گوشه

 (Extreme point)  جـواب  منطقـه  يـا   منطقه موجهfeasible or solution space)(    منطبـق

  .مجهول صفر است n-mشود كه در هر نقطه گوشه دقيقا  و نيز نشان داده مي شود است نشان داده مي
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  خلاصه روش ترسيمي 

  )يشدن(جواب ممکن يه يمشخص کردن ناح) الف

  

در محور مختصات مدنظر قرار  را يم غيرمنفي باشند فقط ربع اولصمدرصورتي كه متغيرهاي ت: ۱گام 

  .كنيد هاي مورد نظر را مشخص در غيراينصورت ربع دهيد

بصورت  ،، بعنوان يك معادله را با توجه به علامت تساوي آنبصورت نا معادله يت هر محدود: ۲گام 

  .يك خط رسم كنيد

انتخـاب   خـط  ، يك نقطه را بدلخواه در يكي از دو طرفبراي رسم قسمت نامعادله محدوديت :۳گام 

قطه نسطح مورد نظر همان سمتي كه در صورت صدق، . ا معادله قرار دهيدن رصات آنرا دكرده و مخت

  .سطح سمت ديگر سطح مورد نظر استدر صورت عدم  صدق . انتخابي شما در آن طرف قرار دارد

را ) موجـه  منطقـه (هـا   ها اينكار را انجام داده وفصل مشترك محـدوديت  براي تمامي محدوديت: ۴گام

  .مشخص كنيد

  

  نهيافتن جواب بهي) ب

  

 خـط را   .رسم كنيـد را  مربوطه و خط دلخواه در نظر گرفته  فرضي يك مقدار  هدفتابع  براي: ۵گام

 )باشد، Minكه هدف  درصورتي(، Zا كاهشي ،)باشد Maxكه هدف  درصورتي( ،Zجهت افزايش ر د

براي تعيين جهت افزايش يا كاهش تابع هدف نياز مند  رسم تابع هـدف بـا دو مقـدار    . حركت دهيد

اين جهت را با رسم بردار گراديان تابع هـدف نيـز    .كه بطور موازي رسم خواهدشد ددلخواه مي با ش

  .توان مشخص کرد يم

که آخرين نقطه تماس خط تابع هدف  حرکت داده شده را در جهت مورد  يآن نقطه گوشه ا) ۶گام

  .نه استيدهد نقطه بهينظر با منطقه موجه نشان م

با حل . که  نقطه بهِينه ازتقاطع آنها تشکيل شده است را پيدا کنيد  معادلات محدويت ها يي را ) ۷كام 

  آنگاه مقدار بهينه تابع هدف.  مختصات نقطه بهينه بدست مي آيد , اين دستگاه معادله 

)*Z  (را بدست آوريد.  
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,

Max Z x x
st
x x

x x

= + −

+ ≤
≥

1 2

1 2
1 2

2 2 20

5 2 150
0

 

  
  ۶شكل 

  :)فارسيكتاب  ۵۳تا  ۵۱صفحه  انگليسي حمدي طه  ۴۴تا ۴۲ص (مثال 

  
  

  

  نمايش ترسيمي 
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  )۳- ۱طه شکل ياز کتاب حمد(۷شكل 

نقطه  ,براساس اين شكل
* *Extremepoint ( , )C x x1  با تلاقي مختصات آن. نقطه بهينه است 2

  :مي آيدبدست  ،زير معادله ۲دادن 

*

* *

( / ) ( )

/ ( / , )
x x x Z

x x x x x⎧⎪
⎨

+ = ⇒ = = + =⎪⎩

+ = = = =

1 2 2

1 2 1 1 2
2 3 6 1 4 1 5 3 1 9
2 4 1 5 1 5 1

: 

نقطه بهينـه آن در   با چند تابع هدف . دمآ البته اگر تابع هدف چيز ديگري بود نقطه ديگري بدست مي

  ريز جدول

  .شود ديده مي})ترجمه ۵۲(كتاب حمدي طه   ۴۴صفحه {
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(تابع هدف بردارگراديانجهت 
1 2

4 3Z ZZ i j i j
x x
∂ ∂

∇ = + = +
∂ ∂

r (   نيـز ،

  .افزايش تابع  را نشان مي دهد ]بيشترين [ جهت

دهد كه جستجو براي جواب بهينه به بررسي تنها تعداد متناهي از نقاط  گوشه اي از  اين مثال نشان مي

  .موضوع يك قضيه وجود داردالبته در تحقيق در عمليات براي اين . شود  فضاي موجه تبديل مي

 

:قضيه
1
   

  .قرار داردموجه گوشه منطقه  نقاطريزي خطي بر روي يكي از  جواب بهينه مسائل برنامه

  يحل ترسيم يبرا ۲ ثالم

 مساله دو متغيره زير  با ناحيه شدني داده شده در نظر بگيريد

Graphicalsolution interpretation of . from Winston(1994)

1 2

1 2

1 2

1

1

2

3 2 1
2 100 2

80 3
40 4
0 5
0 6

Giapetto 
Objective function
Max Z x x

x x
x x
x
x

x

= +
+ ≤
+ ≤

≤
≥
≥

 

 
  .د شو يده ميد HEFGD يبه صورت چند ضلع 82مربوطه در شكل   يمنطقه شدن

                                     
  كتاب دكتر مهرگان ٤١ص 1

 Grapher با با نرم افزار( ارشد به خاطر رسم يدانشجو يمهندس صادق کاظم يتشکر از آقا با  ٢
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   ١مثال يناحيه شدن ۸شكل 

 

1 هقطناگر 

2

x
x

هاي دوم تا ششـم صـدق    بخواهد در ناحيه شدني قرار داشته باشد بايد در تمام نامساوي 

  .ناحيه شدني در ربع اول قرار دارد ۶و۵توجه كنيد كه بر طبق نامساوي هاي . كند

بوسيله تمـام نقـاط رو يـا    ) ۳(نامساوي . كند صدق مي)۲(در نامساوي  ABتمام نقاط زير يا روي خط 

  .كند صدق مي) ۴(در نامساوي  CFتمام نقاط رو يا سمت چپ خط . شود ارضا مي CDزير خط 

نقاط داخـل   كنند ها صدق مي ربع اول كه در محدوديت ي ازشويم كه مجموعه نقاط متوجه مي8از شكل

اي  است بعـد از مشـخص كـردن ناحيـه شـدني، بـدنبال نقطـه         DGFEHچند ضلعي  روي محيط يا

  . را بخود اختصاص دهد  Z=3x1+2x2 ردامقگردئيم كه بيشترين  ازناحيه مي

رسم نمائيم  يدهيم براي اينكه جواب بهينه بيابيم، بايد خط اختصاص مي zابتدا ما به دلخواه مقداري به 

در يـك مسـاله بيشـينه سـازي يـك       ). خطوط هم تراز(داشته باشد zيك مقدار  كه تمام نقاط روي آن

براي رسم  . شده است ناميده نيز سازي خط هم هزينه  چنين خطي خط هم سود و در يك مساله كمينه

و x2=0۰(ما نقطه . ن حساب كنيدآ را براي  zيك نقطه در ناحيه شدني گرفته مقدارتراز  يك خط هم 

x1=20 ( كنيم  انتخاب ميرا. z  ۶۰آن) =داراي  تـراز از آنجا كه تمام خطوط هم . شود يم ۳)۲۰+(۲)۰

                                     
  )Grapherبا نرم افزار (با تشكر از آقاي مهندس صادق كاظمي دانشجوي ارشد بخاطر رسم مجدد شكل   1
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را  با حركـت دادن  بـه   تراز را رسم كرديم تمام خطوط هم تراز شيب يكسانند پس وقتي يك خط هم 

  .موازات آن خط مي توان پيدا كرد

پس ازرسم يك خـط   .توان يافت ره را مييمتغ۲اكنون مشخص است چگونه جواب يك مساله 

حركت دهيد تا جائي برسيد كـه بعـد از   ) سازي در مساله بيشينه( zخط را در جهت افزايش , تراز هم 

آن كـه بـا    )هم سود (هم تراز ند آخرين خطكناحيه شدني را قطع نتراز ن خط هم يگر ايد ، يك نقطه

  .ه بيشينه سازي استو جواب بهينه در مسال zدارد مشخص كننده بيشترين مقدار شدني ناحيه 

  .زياد شوند x2,x1شود كه  وقتي زياد مي z=3x1+2x2در مساله بيشينه سازي فوق تابع هدف 

  .سازيم در جهت شمال شرق  مي 3x1+2x2=60 گر هم سود را با حركت به موازات يلذا خطوط د

ه ياست كه ناحترازي هم آخرين خط  دمي گذر Gكه از نقطه  ترازييابيم كه خط هم  در مي. ۸از شكل

لـذا جـواب   . را دارد Zبيشترين مقدار  با اي است كه در ناحيه شدني نقطه Gلذا . كند شدني را قطع مي

اسـت   x1+x2=80و  2x1+x2=100محل تقـاطع خطـوط    Gاست توجه كنيد  Giaptoبهينه مساله 

  . Z*=3(20)+2(60)=180با x*2=60, x*1=20يعني نقطه 

  

   simplexشرح الگوريتم 

  بازرگان ترجمه كتاب ۵۴ص  

  .معرفي شد كه قبلاً است استاندارد شكل و يشدن اكستريمنقاط  مبتني بر simplexالگوريتم 

  .شود ي توضيح داده ميجبرقسمت بصورت  ۳، طي اين بخش

وسيله معادلات شـكل اسـتاندارد     به  )هموج(فضاي جواب چگونه شود كه  نشان داده مي ۱در قسمت 

  .شود مي  نمايش داده

  شدني از روي فرم استاندارد بيان ميشودو اكستريمتعيين نقاط  ۲در قسمت  

نهـا بـا تعيـين    را ت جواب بهينـه   simplexشوند كه بر طبق آنها روش  شرايطي بيان مي ۳در قسمت 

  .دهد بدست مي وجهم اكستريمز نقاط بعضي اانتخابي 

  

  شكل استاندارد به كمك نمايش فضاي جواب 

  ۷شـکل  در  كـه قـبلاً  . انتقال از نمايش ترسيمي به نمايش جبري مثـال زيـر را در نظـر بگيريـد    براي 

  .)۱مثال (ترسيمي رسم شدبطور

  )  كتاب ۱-۳-۳(مثال

  )ترجمه ۵۲-۵۱حمدي طه و ص ۴۵ص(ستا ن يچنـ ۱مثالفرم استاندارد   
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1 2

1 2 1

1 2 2

2 3

1 2 4

1 2 1 4

4 3
. 1) 2 3 6

2) 3 2 3
3) 2 5
4) 2 4

, , ,... 0

Max Z x x
S t x x s

x x s
x s

x x s
x x s s

= +
+ + =

− + + =
+ =

+ + =
≥

  

  

xبا CDكنيد كه معادله خط  ملاحظه مي۷در شكل  x+ =1 22 3 بـه  . ش است يقابل نما=S1     0يا6

S,طور مشابه  S= =4 20   .ز مراجعه شودين ۱۰به شکل  .اندCB,EDترتيب معرف خطوط   به  0

3 0S    .است ۳مربوط به محدوديت زائد =

11 2 12 3 6 5 , 1x x S S+ = − = Sدر نتيجه . هم ارز است= =1 بـه   CDبا حركت دادن خـط   1

xتا برقراري رابطه  پايينموازات خود به سمت  x+ =1 22 3 تـر   بطـور كلـي    .بـه دسـت ميآيـد    5

S ≥1 0هاي غيرمنفي همراه با محدوديت 0 , 01 2x x≥ Sتا به است AFGمعرف ناحيه   ≤ =1 6 

  .برسد

  
  ۹شکل 

, و براي ,S S S≥ ≥ ≥4 3 20 0   .توان نمود ات مشابهي ميتعبير  0

 نقطـه  نمـايش داد مـثلاً  دقيقـاً   معمـولاً  توان برحسب متغيرهاي كمكـي  را ميموجه هر نقطه از فضاي 

x, با مختصات   Kيداخل x= =1 21   با 1

۱( 1 21, 4S S= =  

۲( 2 44, 1S S= =  

1 31, 3( 3S S= =   

3 3( 4S = S4=1  , 
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1 21, 4( 5S S=   .قابل نمايش دادن است =

 هـا  iSمختلف براي متغيرهاي كمكي يعنـي   مقاديربري از  روي بطور ج موجه نتيجه نقاط فضاي رد

  .قابل نمايش است

  اكستريمتعيين جبري نقاط  

   .از فضاي جواب قرار داشته باشد اكستريمگفته شد كه جواب بهينه بايد در يك نقطه 

يا ص  H.T ۴۳ صفحه ۷شکل  .ABCDEناحيه ( لهأمسموجه دهد كه فضاي  نشان مي ۱-۳-۳مثال 

 ـ   . غيرمنفي بودن قابل نمايش اسـت  وديو ق ۴تا  ۱توسط معادلات  )ترجمه ۵۲ ود بـا كنـار گذاشـتن قي

هاي  وابقيود غيرمنفي با در نظر گرفتن ج( شود مجهولي تبديل مي ۶غيرمنفي دستگاه به چهار معادله 

  ).حساب آورده خواهد شد به يضمنبطور  ۴تا  ۱غيرمنفي معادلات 

  :بر اساس معادلات فرم استاندارد چنين است ۷شكل يشدن يفضا مقادير متغيرها در نقاط گوشه

  

E  D  C  B  A  اكستريمنقطه 

x =1 0  s =1 0  s =1 0  
x =2 0x =1  پايه متغيرهاي  0

s =2 0  
s =2 0s =4 0  s =4 0  x =2 0  

۱.۵2x =  x =1  1 1.5x =  x =1 2
1 6s   بقيه  =

  متغيرها

  متغيرهاي(

  )غير پايه 

 ۱.۵1s =  2x =
2 1x =  1 2s =  s =2 3  

 ۲3s =  s =3  
 .s =2 5 5  2 9s =

3 5s =  

 ۲.۵4s =  4s = ۳3s =s =3 5  
4 4s =

  

  .را بدست آوريد Dبعنوان تمرين مختصات نقطه 

متغير  n-m=۶-۴=۲دقيقاً  ABCDF يچند وجه يجواب اين مسئله يعن فضاي اكستريمدر هر نقطه 

  .است اكستريمباشد و اين خاصيت منحصر بفرد نقاط  متغير صفر مي ۶از 

 
  ۷ در شكلبه آساني دريافت ميشود كه 

DE    sدر کل نقاط  =2 0  

CD    sدر کل نقاط  =1 0   

BC      sدر کل نقاط =4 0  
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حداكثر يك متغيـر برابـر صـفر    يا هيچ متغيري صفر نيست  ويا  اكستريمدر اين مثال در هر نقطه غير 

ني ورنقطه د  و S2=0 ۷شکلDEه وسط خططدر نق براي مثال .است 
x
x
=
=

1
2

1
  زيرا صفر نداردمتغير  1

, اين نقطه يبرا استاندارد معادلات فرماز , ,S S S S= = = =4 3 2 11 3 4   بدست 1

  .مي آيد 

قابل تعيين  Extremeمتغير درشكل استاندارد نقاط  n-m= ۶ -۴=۲پس با مساوي قرار دادن همزمان 

معادلـه چهـار    ۴شـكل اسـتاندارد بـه     ۴تـا   ۱معادلات  X2=S4=0براي مثال با صفر قراردادن  .است

  .شود مجهولي زير تبديل مي

1 1 1

1 2 1

23

31

2 6 2
3 3 2

95
52 4

x s x
x s s

ss
sx

⎧ ⎧
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎨ ⎨
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩⎩

+ = =
− + = =

⇒
=+ =
==

 

  .ستا ۷در شكل Bرف نقطه عم S4=0  , X2=0كه همراه با 

را همزمان صفر قرار دهيم دستگاه  زيـر بدسـت     S3,S1متغير  ۲ مثلاً ۲۱البته اگر در معادلات صفحه 

 اكستريملذا معرف هيچ نقطه از نقاط  قابل قبول نيست و X1آيد كه بعلت منفي بودن جواب براي  مي

  .باشد نمي )feasible (يا موجه يشدن بلكه فضاي و يشدن

2 3 61 2
3 2 31 2 2 0.75 0 . .infeasible12 52
2 41 2 4

x x

x x s
x i e

x

x x s

+ =

− + + =
⇒ = − <

=

+ + =

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

 

X1= -.75   به همراهX2=2.5    معرف نقطهRاست يشدن ياست که خارج از فضا ۷در شکل.  

 mبـراي دسـتگاه    ) Basic Solution(اي آيـد جـواب پايـه    جوابي كه مطابق روش فوق بدست مي

  .باشد ير شدنيا غي يو ممکن است شدن شود مجهولي شكل استاندارد ناميده مي nمعادله 

  اي افتن جواب پايهيقه يطر

متغير و سپس  n-mمجهول با صفر قرار دادن  nمعادله با  mاي براي دستگاه خطي  جواب پايه         

ط كـه جـواب حاصـل    شود، با ايـن شـر   معين مي مانده يباق مجهول mحل معادلات حاصل برحسب 

بفرد باشد منحصر
1
اين در صورتي خواهد بود  بفرد باشد و منحصر ر متغيرهابعبارت ديگر مقادير ساي .

                                     
1 providing the solution is unique 
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متغيـر صـفر را    n-mحالـت    در ايـن . مانده بطـور خطـي مسـتقل باشـند     باقي متغير mهاي  كه ستون

اگـر در جـواب حاصـل تمـام     . نامند مي اي مانده را متغيرهاي پايه متغير باقي mو   اي پايهمتغيرهاي غير

در  شود ناميده مي )ممکن يا موجه(شدني اي غيرمنفي باشند آن جواب يك جواب پايه اي متغيرهاي پايه

  .است infeasible )(اي غير شدني يك جواب پايهصورت  غيراين

  .شود مشخص مي شدني اي پايه  توسط يك جواب  اكستريم شدنيلذا يك نقطه 

  :جواب پايه ندارند مجهولmمعادله با  m هاي لازم بذكر است كه برخي از دستگاه

x x x x x
x

x x x x x

+ + = + =
= ⇒

+ + = + =

⎧ ⎧⎪ ⎪
⎨ ⎨
⎪ ⎪⎩ ⎩

2 1 2 12 21 3 1032 4 3 2 4 32 21 3 1  

  .جواب ندارد  دستگاه

IE2001 OR (Pittsburgh University)               ۶صفحه  

  

  

  

  

  

  

  

  )fundamental properties( ياساس يها يگژيو

ريـزي خطـي بوسـيله     له برنامـه أيـك مس ـ  feasible extreme points)  (شـدني   يگوشه ا نقاط

پس تعريف .شود مشخص مي )bfs=  basic feasible solutions ( پايه اي شدني هاي پايه جواب

 .اي شدني برابري دارد جواب پايه جبريبا صورت شدني   يفضا يگوشه اهندسي نقاط 
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  سيمپلكسدر روش ) optimality(گي و بهين )feasibility(نبود يشدن برقراري شرائط

كه تعداداين است  يافتن جواب بهينه يك راه
1
 

n
n m
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

و يا  
n
m
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ه و دستگاه معادله را حل كـرد  

زيـرا  . اما اين روش كارائي نـدارد  زينيمنمود بعنوان جواب بهينه برگ نهيهر جوابي كه تابع هدف را به

 يشـدن  هـا   بسـياري از ايـن جـواب    ثانياً اي خيلي زياد باشد و هاي پايه جواب ممكن است تعداداولاً 

 شود كـه همـه   ميندارد و تنها زماني از آن استفاده  نقشي ها جواب محاسبه رتابع هدف د ثالثاً. نيستند

  .ها معين شده باشد جواب

اي شروع  كند و در عمل از يك جواب شدني پايه هاي فوق جلوگيري مي شرط زير از نارسائي ۲ايجاد 

طـوري  )  non- redundant  تكـراري غير(ي ا هاي شدني پايـه  سپس از طريق يك رشته از جواب

  .تابع هدف بهتر شود كند كه حركت مي

  .هاي بدتر روبرو نشويم گاه با جواب جهت تضمين اينكه هيچ: شرط بهينگي -۱

هـاي   اي شدني تنهـا بـا جـواب    شروع از يك جواب پايه بااينكه جهت تضمين : شدني بودنشرط  -۲

 .اي مواجه شويم شدني پايه

  

  مپلکس يجدول س
توجه به فـرم ماتريسـي آن بـه صـورت جـدول      شرط فوق شكل استاندارد با  ۲جهت كمك به ايجاد 

  .شود خاصي ارائه مي

  ) حمدي طه كتاب ۱-۳-۳مثال(قبلي ۱مثالدر 

(  

1 2 1

1 2 2

1 2 3

1 2 4

4 3 0 0 0 01 2 1 2 3 4

0 2 3 6
0 3 2 3
0 0 2 5
0 2 4

0x x S S S SZ
Z x x S
Z x x S
Z x x S
Z x x S

Max − − − − −

+ + + =
− + + = ⇒
+ + + =

+ + + =

− =

  

1

2

1

2

3

4

1 4 3 0 0 0 0 0
0 2 3 1 0 0 0 6
0 3 2 0 1 0 0 3
0 0 2 0 0 1 0 5
0 2 1 0 0 0 1 4

Z
x
x
S
S
S
S

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   

  ) اي متغيرهاي غيرپايه(را صفر را در نظر بگيريد x2,x1متغير  ۲در شروع مقدار 

                                     

)متذكر مي شود تركيب  1 )n

n m−
, حداكثر تعداد جواب پايه اي را بدست مي دهد بعضي از اين تعداد وجود ندارد از تعدادي كه وجود دارنـد  

  .نيستند يهمه شدن
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ر آنهـابرابر  يمقـاد  متغيرهاي پايه شـده و  S4,S3,S2,S1  شوند و اي مي پايه متغيرهاي غير x2,x1لذا 

  .شود يجدول سيمپلكس چنين م .شود ير سمت راست رابطه ميمقاد

  

Rنسبت مربوط به معادله
H
S  

S4 S3 S2 S1 x2 
x1 

Z  

Z 6سطر  
2

  ۰  ۰  ۰  ۰  ۰  ۳-  ۴-  ۱  Z  

 S1  ۰  ۲  ۳  ۱  ۰  ۰  ۰  ۶   محدوديت اول
 S2  ۰  -۳  ۲  ۰  ۱  ۰  ۰  ۳    محدوديت دوم

 S3  ۰  ۰  ۲  ۰  ۰  ۱  ۰  ۵    محدوديت سوم 
4  محدوديت  چهارم

2
  ۴  ۱  ۰  ۰  ۰  ۱  ۲  ۰  S4 

  

  .دهد مي)موجه(  از فضاي جواب را بعنوان اولين جواب پايه شدني أنقطه مبدمختصات فوق  سيمپلكس جدول 

 ـمختصات جهت بهبود  أاز مبد با حركت طي چندين تکرار  Simplexبطور كلي در روش  بـه   اًمقدار تابع هدف مرتب

n-m  حاصل شودتاجواب بهينه  وردآ جواب جديد بدست ميويابد اختصاص ميمتغير مقدار صفر  .  

  كسپلميخلاصه كليات روش س

كه جواب پايه  بطوري شود ميدرپي حل  پي شدني اي هاي پايه اي از جواب مجموعه در جستجوي معادلاتهاي  دستگاه

 يكـي از متغيرهـا  يبـا تبـديل    .بدست آيد بهينه تا سرانجام يك جواب باشد بهترقبلي  جواب شدني جديد ازموجه يا 

شـدني   توان از جواب پايه مي) متغيرخروجي(در مقابل تبديل يك متغير پايه به غيرپايه  )متغير ورودي(پايه به پايه غير

ي متغيرها ازمتغير مجاور در تعويض يك شدني تنها تفاوت دو جواب پايه. موجه جديد رسيد به يك جواب پايه فعلي

  .پايه آن با متغيري غيرپايه است

متغيرهاي كمكي به عنوان متغير پايه انتخاب شده و  ،مساوي صفر قرار داده شد x2,x1چون در شروع در مثال فوق،  

هر متغير كمكي برابـر عـدد ثابـت طـرف      مقدار. است ۱متغير كمكي با ضريب  از آنجا هر معادله خط شامل تنها يك

  .است ) RHS(راست معادلات

 كنيم كه بجاي يـك متغيـر پايـه    سازي چنين است كه متغيري را پيدا مي يک مساله بيشينه  ادامه روش سميپلكس براي 

  :ل زير در اختيِار استود جديفرض کن .جايگزين شود يقبل

  عمومي سيمپلكستابلوي 

RHS  
  ارزش(

Z و XB(  
xn 

…

xj 

…

x2  x1   Z   

y 00  = Z  ny 0  
…

jy 0  
…

y 02  y 01  
۱  Z  
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y 10  ny 1  

…  …y 12  y 12  
۰  xB1  

y 20  
  …  …    ۰  xB2  

   …  …       

iy 0
iny  

…
ijy  

…
iy 2  

iy 1  
۰  xBi  

  
…

 
…      

my 0  mny  
...  mjy ... 

m2y  my 1  
۰  xBm  

  

وجـدول  پس از تهيه اولين جدول بايد متغير ورودي به پايه و متغيرخروجي از پايه  مشخص شود 

 .جديد اصلاح شده تهيه گردد
  

   ) entering variable (ضابطه انتخاب متغير ورودي

ست كـه كـوچكترين ضـريب    ا اين ينه سازيشيدر مسئله ب جديد به پايه ضابطه انتخاب متغير ورودي

فـوق   مسأله در پس . آورد بيشترين بهبود را در تابع هدف بوجود مي منفي را داشته باشد زيرا احتمالاً

x1 گريبه عبارت د  .متغيرورودي است( )0 1,2,...,jMin y j n=   م را بـا  مرا بيابيد شـماره ايـن مينـي

j=k اگر  . مشخص كنيدy k ≥ عداً خواهيم بهمانطور كه  متغير ورودي است  xkگرنه و متوقف شويد00

 .خواهد كرد را ارضا  يبهينگ موسوم به  شرطديد اينكار  

  

  ) (leaving or exiting variable ضابطه انتخاب متغير خروجي

 يها مينميم حاصل تقسيم:چنِين است ياز پا يه فعل  ضابطه انتخاب متغير خروجي 

( )0 , 0, 1, ...,
y RHSi i y i miky yik ik

= > مربوط متغير پايه . مشخص كنيد rرا پيدا كنيد  اين رديف را با =

  .اين رديف متغير خروجي استه ب

minفوقله أدر مس , =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

6 4 4
2 2  گيـرد  جاي آنرا ميx ۱شود و خارج مي S4پس . است S4كه متعلق به  2

 ).مين شده استأدني بودن تش موسوم به  شرطبا اينكار (
 

  )داشتن حداقل نسبت(توضيح هندسي شرط شدني بودن 
       1مثال
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1 2

1 2

1 2

3 4
2 2 5
4 2 6

MaxZ x x
I x x
II x x

= +

+ ≤⎧
⎨ − + ≤⎩

 

 
 

 
  مثال يه شدنيناح.....شكل 

 
1 2

1 2 1

1 2 2

3 4 0
2 2 5

4 2 6

MaxZ x x
x x S

x x S

− − =

+ + =⎧
⎨− + + =⎩

  

  
  
  

  RHS S2 S1  x2  x1  Z    
 Z   3- 4-     0  نسبت

5
1

  5     1    S1  

6
2

  6     2    S2  
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x2 را دارد پس  صفر ترين ضريب در سطر  منفيx2  ورودي است وx1=0 ماند باقي مي.  

  .كنيم حركت مي (x1=0)پس در ادامه حل روي محور عمودي 
  بعبارت خروجي كدام باشد؟ S2قرار دهيم يا جاي  S1را جاي  X2اگر.

  شود صفر مي S2شود و مقدار  از پايه خارج مي S2قرار دهيم پس  S2جاي  x2اگر 

1

2

0
0

x
S

=⎧
⇐ ⎨ =⎩

2دستگاه جواب 
6
1
24

x

Z

⎧ =⎪
⎨
⎪ =⎩

  .داد را خواهد

  است كه در فضاي شدني نيست Dكه مبين نقطه 

1قرار گيرد  S1جاي  X2اگر 

1

0
0

x
S

=⎧
⇐ ⎨ =⎩

دستگاه 
2

5 4 20
5
1

Z

x

= × =⎧
⎪
⎨

=⎪⎩

اسـت   Cكـه مبـين نقطـه     

  را؟  Dرا بايد برگزيد يا  C. وشدني است
C گوييم  هم اين است كه مي).  چرا؟. (راmin غيرهاي پايه نسبت متعلق به هر كدام از مت

  .خروجي است S1است پس  S1بود آن خروجي است در اينجا متعلق به 
  جدول بعد  
 S2 S1  x2  x1  Z    
            Z  
           S1  

           S2  

  .آيد بدست مي Z=4×5=20از دستگاه  Zمقدار 
  توجه  

خواهيد ديد كه كمترين نسبت در  جـدول بعـدي مقـدار متغيـر جديـد ورودي بـه پايـه        
  .شود مي

  شود توضيح با يك مثال چرا منفي و صفر در نظر گرفته نمي
  2مثال 

1 2

1 2 1

1 2 2

3 2 0
2 2 5

4 2 6

MaxZ x x
x x S

x x S

− − =

+ + =⎧
⎨− + + =⎩

  

  RHS S2 S1  x2  x1  Z    
  Z    3- 2-     0  نسبت
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5 2.5
2
= 5       2   S1  

  6       -4   S2  

                
x1 ترين ضريب را در سطر صفر دارد پس ورودي است منفي.  

x2=0 ماند چون در پايه نيست مي  باقي.  
  .در ادامه روي محور افقي بايد حركت كنيم

X2  متغير ورودي است جايS1  قرار گيرد يا جايS2؟  
2در پايـه قـرار گيـرد     S2جـاي   x2را از پايه خارج كنيم اگـر   S2فرض كنيد  

2

0
0

x
S

=⎧
⇐ ⎨ =⎩

 

دستگاه 
1

4 / 5
61/ 5
4

Z

x

= −⎧
⎪
⎨

= − =⎪⎩ −

  .باشد كه شدني نيست Eيعني نقطه بعدي در ادامه حل  

2در پايه قرار گيرد  S1جاي  x2اگر 

1

0
0

x
S

=⎧
⇐ ⎨ =⎩

دستگاه  
1

7.5
5
2

z

x

=⎧
⎪
⎨

=⎪⎩

يعني نقطه بعدي در ادامـه  

  .شدني است يباشد كه جواب Aحل 
E  ياA      ؟A  )چرا؟     (E متناظر با يك ضريب منفي است 
 
  

  RHS S2 S1  x2  x1  Z    
 Z             نسبت

             X2  

             S2  

                
  

دهيم تمرين زير  براي اينكه ببينيد چرا ضريب صفر را در تعيين حداقل نسبت دخالت نمي
  .را حل كنيد

ررا استاندارد كرده اولين جدول آنـرا نوشـته و متغيرهـاي جـدول دوم را     يمسأله ز: تمرين
  . تعيين كنيد
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1 2

1 2

1 2

3 2
2 5
0 2 6
1, 2 0

MaxZ x x
x x
x x

x x

= +
+ ≤
+ ≤
≥

  

  

  

  

  ولاتعريف عنصر لولا و سطر ل

  

که در آن اين عنصر  يعنصر لولا و سطر يو سطر متغير خروج يستون متغير ورود يعنصر محل تلاق

  . شود يقرار دارد سطر لولا ناميده م

  ۱۰با توجه شكل   انتخاب متغير خروجيتعبير هندسي 

بماند پس بايد نقطه باقي  صفر x2ايم كه  تصميم گرفتهفرض کنيد به نقطه ديگر بايد برويم  أاز مبد

دهد تنها  نشان مي ۱۰شكلطور كه  همان. آن مثبت باشد مقدار باشد و x1روي محور  بعدي نقطه اي

توان از روي جدول مشخص  كند و اين نتيجه را مستقيماً مي را قطع مي x1قسمت غيرمنفي محور  ۴و۱محدوديت هاي 

نتيجه كلي اين است كه اگر . اند هر دو داراي ضريب مثبت ۴و۱هاي  محدوديت x1زيرا در جدول در زيرستون . نمود

تغير ورودي ضريب متغير ورودي درمحدوديت منفي يا صفر باشد معادله آن محدوديت، قسمت غيرمنفيِ محورِ معرف م

دهد كه محل برخورد  نشان مي ۱۰شكل. كند در نتيجه در شرط شدني بودن دخالت داده نخواهدشد را قطع نمي

                                                           .       آيد مطابق زيربدست مي  x1باقسمت غيرمنفي محور ۱و ۴محدوديت هاي 
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  )طه يحمد  H.Tكتاب  ۶۰ص ۲- ۳ ( ۱۰شكل

  

( )

( )

.)

.)

, (

( ), (

x x x x AF SF

x x AB SB

x

x

=

=

+ = + = ⇒ = = =

+ = = =

⎧ = ⇒⎪⎪
⎨
⎪ = ⇒
⎪⎩

2

2

1

4

62 3 6 2 0 6 321 1 1 2
42 0 41 1 2

0

0
 

  .رويمبايد ب Bيعني نقطه   x1محور يرو بعدي اكستريماز مبدأ به نقطة . 

) ۴وابسته به محدوديت( S4اي فعلي   است از طرفي چون متغير پايه AFكوچكتر از  ABدر اين نقطه 

است و بايد جزو متغيرهاي غيرپايه واقع  متغير خروجي S4كه داراي مقدار صفر است پس B در نقطه 

  .شود

 يف ـيات رديبا عمل يت را طوريمحدود ۴ر و يمتغ ۶م معادلات مسئله استاندارد شامل يخواه يحال م

 که اگـر مقـدار  يظاهر شود بطور) x1,s1,s2,s3(متغير پايه جديد ک باريدر هر معادله تنها . مير دهييتغ

 د معـادلات يآ يم بدست يبراحت يه اير پايمتغ ۴ر يم مقاديرا صفر قرار ده) s4,x2(غير پايه يمتغير ها

بـراي مسـأله    simplexفلوچـارت روش   ۱۱ لشـک  .کند ير ميير تغيبه صورت ز EROبا عمليات 

  بيشينه سازي است

  هر تكرار نشان دهنده يك نقطه گوشه شدني است

  )١EROعمليات رديفي (جردن  –مختصري از عمليات گاس 

هاي معادلات ،تهيه معكوس ماتريس  عمل بسيار متداول و مفيد كه از جمله در حل دستگاه ۳  

  :عبارتند از كاربرد دارد Simplexو روش 

  

  )ضرب كردن طرفين يك معادله در يك عدد غير صفر (ضرب يك سطر در يك عدد غيرصفر -۱

  )معادله ۲جابجا كردن (سطر ۲جابجا كردن  -۲

ام يـا  iجمع طـرفين معادلـه   ( در عدد غيرصفر و جمع آن با سطر مورد نظر ضرب يك سطر ديگر -۳

)ضريبي )≠0
 

  )امiاز معادله ديگر و قرار دادن بجاي معادله 

                                     
1 Elementary Row operations 
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Aحل دستگاه معادلات b⎡ ⎤

⎣   جردن -كمك عمليات گاس  به ⎦

گونه تغييري در جواب  تواند بر روي يك دستگاه معادلات صورت گيرد و هيچ فوق ميEROعمليات 

Aدستگاه پيش نيايد بعبارت ديگر جواب دستگاه  b⎡ ⎤
⎣ ⎦′ Aيا  EROحاصل از اعمال  ′ b⎡ ⎤

⎣ ⎦ 
يكي 

  است

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  ورودي به پايهمتغير

مسأله بـه جـواب   

  نهائي رسيده
  توقف كنيد

 شروع

اي براي مسأله پيـدا و   يك جواب پايه
  را تهيه كنيدSimplexجدولاولين

j=1,…n و Min yj    را بيابيد شـماره ايـن
minرا باkمشخص كنيد  ،  

 
y . k <0 

( )
min

y RHSi i

yij

i m

=0

1

ijy را با شرط  بيابيـد  0<

 نه

 بله
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  )اصغر پور  دكتر ب مرحوماكتاز (11شكل 
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 EROهايي براي عمليات مثال

|

| |

xx y
yx y

x y x y
x y x y

x y x y
x y y

+ =
=

−− =
÷

+ = + =
=

− −− = − =

+ = + =
=>

− −− = − =

⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎨ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

⎧ ⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎨ ⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎩
⎧ ⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎨ ⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎩

2 4 22 4 2
3 2 43 2 4

22 4 2 1 2 12 4 2 2 1
3 2 4 3 2 43 2 4 3 2 4

1 2 1 1 2 12 1 2 1
3 2 4 0 8 13 2 4 8 1

 

{

{

| |

| |

x yx y
x yy

x y xx y
x y yx y

+ =+ =
=>

−− = −− =

+ = + =+ =
=>

− = −= − −+ = −

⎛ ⎞⎧ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎝ ⎠

⎧
⎧ ⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎨ ⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎝ ⎠

⎩

12 1 1 2 1 1 22 1
10 8 1 0 8 1 0 18 1 8

10 1 5 52 1 1 2 1 1 04 4 4
0 8 1 0 8 0 11 1 10 8 88

1
 

  

  كمك عمليات سطري تهيه معكوس ماتريس به

  يك راه بدست آوردن معكوس ماتريس مربع چنين است

B EROm است         Bمعكوس ماتريس   1− m m mm m
B I I B× ××

⎡ ⎤−⎡ ⎤ ⇒⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
→ 1

 

 مثال

  
|

: :

B I I B −=>

− −

−+
=

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

4 1 10 01 413 4 1 0 3 33 3
1 5 0 1 1 1 311 10 0 13 11 113

4 1 121 0 33 3 33
0 1 1 3

11 11

 

  حل دستگاه يگر برايد يمثال
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/

/ /
x xx x x x x

x x x x x
⎧⎧⎧ ⎧⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎨ ⎨ ⎨ ⎨
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎩ ⎩ ⎩

+ =+ = + = =
⇒ ⇒ ⇒

+ = = = =
1 2

1 2

1 21 2 1
2 2 2

22 2 0 5
2 4 7 2 3 1 5 1 5  

هاي فوق را بطور سيستماتيك روي ماتريس توان قدم مي
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1 2
2 4 7

  كرد كه اعمال  

| |
.

.| .
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦
→ →

1 1 2 1 1 2
0 2 3 0 1 1 5

1 0 0 5
0 1 1 5   

 يبيا ترکيخود سطر موردنظر انجام شود  يا رويانجام شود که  يطور يات سطريد که عمليتوجه کن

  .رديسطر مورد نظر قرار گ ياز آن سطر و سطر لولا بجا

  دكتر اصغر پورمرحوم  كتاب   ۱۲۹- ۱۲۷مثال ص 

   زير را در نظر بگيريد ينه سازيشيمسئله ب

  

  1جدول 
  

  نسبت
RHS s3  s2  s1  x3  x2  x1   

0 0 0 0 29-22-20-Z
1200 600

2
=  1200  0  0  1  2  1  1  s1 

1500 1500
1

= 1500  0  1  0  1  1  2  s2 

1600 320
5

=  1600  1  0  0  5  1  0  s3 

  

  

براي مسئله است اولين ) يناحيه شدنيكي از رئوس (كه نمايشگر شرايط مبدا مختصات جدول اين 

  .كنيم شروع مي يانتقال را از اينجا به سمت ساير رئوس ناحيه شدن. باشد يم ياي و شدن جواب پايه

) (پيكانمتغير ورودي است كه با  x3باشد،  مي - zj-cj  ،۲۹جدول منفي ترين از آنجائيكه در اين 

بر ضرائب مثبت ستون ورودي عبارتند  )B-1b) RHSحاصل تقسيم بردار ثابت . مشخص شده است

  :از

1200 600
2

=
 

1500 1500
1

=
 

1600 320
5

=
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مشخص )(باشد كه با فلش  مي s3 بوده و بنابراين متغير خروجي ۳۲۰ها  مينيمم اين حاصل تقسيم

) i=۳(و رديف سوم ) k=۳يعني (ستون ورودي ) j=۳(گيريم كه ستون سوم  نتيجه مي. گرديده است

در اولين يا لولا) pivot(عنصر گردش yik)( 5  باشد و همچنين عدد مي) r=۳يعني (رديف خروجي 

  .انتقال است

Zارزش جديد  00
1600( 29)0 9280

5
y −′= = − = 4 

10

20

300

02

12

366

1 13

1600(2)1200 560
5

1600(1)1500 1180
5

1600 320
5
29(1) 8122
5 5

2(1) 31
5 5

1
5

0k

y

y

y yr

y

y

y yr

y y

′ = − =

′ = − =

′ ′= − =

−′ = − − = −

′ = − =

′ ′= =

′ ′= =  
  :آيد در ميزيربعد از انتقال به صورت ) ۱(شماره  جدول 

  )۲( جدول   
 نسبت

RHSS3 S2  S1  X3  X2  X1    

  9280  29
5 0 0 0 −

81
5

20- Z 

560  560  −
2
5 0  1  0  3

5  1  S1  

590 1180 −
1
5 1  0  0  4

5  2  S2 

  3201
5  0  0  1  1

5  0  X3 

  

  

  

  

  

  باشند به طريقي مشابه، انتقالهاي بعدي به ترتيب به قرار زير مي
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  )۳( جدول   

    RHS S3 S2  S1  X3  X2  X1  نسبت

  ۲۰۴۸۰  −
11
5

۰ ۲۰ ۰  −
21
5

۰ Z 
560
3
5

  ۵۶۰  −
2
5  

۰  ۱  ۰  3
5  

۱  X1 

  ۶۰  3
5

۱  ۲ -  ۰  −
2
5  

۰  S2 
320
1
5

  ۳۲۰  1
5  

۰  ۰  ۱  1
5  

۰  X3 

  

 
  ۴جدول

RHS  S3 S2  S1  X3  X2  X1    

۳۴۴۰۰  ۵ - ۰ ۲۷ ۰ ۰ ۷ Z 
1933 3  

−
2
3  

۰  5
3  

۰  ۱  5
3  

X2 
1433 3

1
3  

۱  −
4
3  

۰  ۰  2
3  

S2 
1133 3

1
3  

۰  −
1
3  

۰  ۰  −
1
3  

X3 

  

  و نهائي ۵ جدول

RHS S3 S2  S1  X3  X2  X1    

۲۶۴۰۰  ۰ ۰ ۲۲ ۱۵ ۰ ۲ Z 
۱۲۰۰  ۰  ۰  ۱  ۲  ۱  ۱  X2 
۳۰۰ ۰  ۱  ۱ -  ۱ -  ۰  ۱  S2 
۴۰۰ ۱  ۰  ۱ -  ۳  ۰  ۱ -  S3 

  

  x1*=0  x2*=1200  z*=26400جواب بهينه   سپ
*
3 0x =    

  :1200= باشد يم ۱۲۰۰نه از نوع دوم  يد بهيمقدار تول
*
2X.  

:  د نشودينوع اول و دوم تولد ياز تول
* *
1 2 0X X= =.  

 :مصرف شود ۱منبع  يموجود هيکل
*
1 0S =.  
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   :منبع دوم مصرف نشود   يواحد از موجود ۳۰۰به تعداد 

*
2 300S =.  

:ممنبع سوم مصرف نشود  ياز موجود ۴۰۰به تعداد
*
3 400S =.  

مختلف  يبا نرم افزار ها  LP)(يخط يمسائل برنامه ريز حل

  ر استيامکان پذ ORA,GAMS,GINo,LINGO,MATALBمثل

  ح شده استيدر آخر جزوه تشر MATLABو , LINGOبا   LPحل 

  .حمدي طه حل شود ترجمه ۶۴- ۶۱ص : ۱تمرين

و بايک نرم افزار حل  ينموده با سيمپلکس به طور دست يمدل ساز, را نوشته lpيک مسئله ۲تمرين

  . کنيد

  تمرين مطلوبست حل

MinZ x x x− − − =60 30 20 01 2 3             
 
                      

RHSS4  S3 S2 S1  x3  x2  x1  Z   
۰  ۰  ۰  ۰  ۰  ۲۰-  ۳۰ -  ۶۰ -  ۱  Z  

۴۸  ۰  ۰  ۰  ۱  ۱  ۶  ۸  ۰  S1 

۲۰  ۰  ۰  ۱  ۰  ۵/۱  ۲  ۴  ۰  S2  

۸  ۰  ۱  ۰  ۰  ۵/۰  ۵/۱  ۲  ۰  S3  

۵  ۱  ۰  ۰  ۰  ۰  ۱  ۰  ۰  S4  

.    

N B

S
X

S
X X X

S
X

S

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠

⎝ ⎠

1
1

2
2

3
3

4

  

    

 
   

  مپلکسيتم سيالگور ياضياد ريح بنيتشر

  .شود چند تعريف ارائه مي به قضايا  داختن قبل از پر

  تعاريف رياضي

  جواب پايه اي
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 nيـك بـردار شـامل     xرا كـه در آن   AX=bخطي مسـتقل  ) m<n(مجهولي  nمعادله  mمجموعه 

اي براي اين دستگاه از صـفر قـرار دادن    شويم يك جواب پايه متذكر مي. مجهول است در نظر بگيريد

n-m سپس حل دستگاه حاصل نسبت به  متغير وm شرط اينكه  به آيد البته  مانده بدست مي متغير باقي

توان بشـرح زيـر تعريـف     از لحاظ رياضي مياين شرايط را  .باشد)يگانه (ربفرد حصجواب حاصل من

  :نمود

): دهيم بردار نمايش  n را بصورت Aماتريس اگر , ,... ,..., )j nA P P P P= 1 2  

  .است Aين بردار ستوني ما  jرف عم  j=1,…nكه در آن 

جواب متغيرهاي باقيمانده در صورتي منحصربفرد خواهـد  . متغيررا صفر قرار دهيم n-m مقدار اگرو 

بعبارت ديگر مـاتريس مربـع   . اگر و تنها اگر بردارهاي وابسته به آنها بطور خطي مستقل باشندبود كه 

  .باشد )nonsingular(ماتريس عادي  يک اين بردارها بايد

  .)معكوس پذير است(آن مخالف صفر است نماتريسي است كه دترمينا  عاديمربع ماتريس : تذكر

  .ينامنداي م متغير مزبور را يك جواب پايه m معادله و m دستگاه حاوي   جواب حاصل از

  Convex Combinationتركيب محدب  

  نقاط متمايز اقليدسيبعدي  nاگر در فضاي 

( ) ( , , ... ) , , ...i i i iX x x x i kn= = 1 ,ازاي ه در دست باشند ب  221
k

i ii
λ λ= ≤ ≤∑

=
1 0 1

1 

عبارت
( )

k
i

i
i

X Xλ
=

=∑
1

از) خطي( تركيب محدب 
( )iX  مثال .شود ناميده ميها  

.
.( ) ( ) ( ) ( ), ,

. . . .

.

X X X X

k
ii
λ

= = = =

=
= + + + =∑

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 1 2
2 2 2 31 2 3 4
3 6
4 2

4
0 15 0 20 0 55 0 10 1

1

0 5
5

6 0
7 2  

( ) ( ) ( ) ( )
. . . .

..

..
. . . .

.

.

X X X X X= + + + =

+ + + =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2 3 40 15 0 2 0 55 0 10

1 0 5 1 2
2 2 2 5 30 15 0 2 0 55 0 13 6 0 6
4 7 2 2
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  مجموعه محدب

نقطـه   ۲هر  بعدي  محدب مي نمامند اگر تمام نقاط پاره خطي كه nرا در فضاي  cيك مجموعه مثل 

باشند  cنقطه متمايز از  دو  X(2) , X(1)بطور رياضي اگر . باشد cكند نيز در  وصل مي را بهم cمتمايز 

(1)يعني تركيب محدب آنها (2)(1 )X X Xλ λ= + 0يبازا− 1λ≤    .باشد cد در مجموعه يبا  ≥

  
  ر محدبيک مجموعه غيو   مجموعه محدبند چ۱۲شکل

  يك مجموعه محدب   اكستريمنقاط 

نتوانـد بصـورت يـك تركيـب      Aند اگرنام اكستريم،   Cرا در يك مجموعه محدب  Aيك نقطه مثل 

 دارد، اكسـتريم چهـار نقطـه    ۱ مجموعـه  مـثلاً . بيان شود Cمجموعهنقطه متمايز واقع در  ۲محدب از 

  .دارداكستريم  نقطهبينهايت  ۳نقطه و مجموعه  هشت  ۲مجموعه 

  )براي فرم استاندارد(خطي زي له برنامه ريأشكل ماتريسي فرم استاندارد مس

Max Z CX=  
. : ( , )s t A I X P P= ≥ oo o  

تعريف مي  که بعداً, يمصنوع يا فرضي .گيري، كمكي  تصميم( ه متغيرهايکل شامل Xبردار    كه در آن

   .است)  شوند

m n

( ,..., )m n

x

x

X C c c c +=

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟

=⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2

1
0
0

0
  

 

 n ×m ماتريس

...

. ..

. ..

. ..
...

aa a n

a a am m mn

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
1211 1

1 2

   

 
   I     ماتريس يكه ازرتبهm است.  

   Po بردار سمت راست معادلات است.  

) هامحدوديت ),A I X P= o به صورت زير نيز قابل نوشتن است.  
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... oor x p x p x pm n m n

m n
X P Poj jj

P+ + + =+ +
+

=∑
= 1 1 2 21  

Pj = بردار ستوني ماتريسA , I) (است  

  .ظاهر شود,  Iتوان كاري كرد كه همواره ماتريس يكه  مي

  .است) مصنوعي ( يفرض, گيري كمكي شامل متغيرهاي تصميم Xشود كه بردار  فرض مي 

  مثال

, ,

Max Z x x x

x x x

x x

x x x

x x x

= + +

+ + ≥

+ =

− + ≤

≥

2 2 421 3
521 3

2 721
5 2 3 921 3

021 3

 

  :دهيم يم نشان xبا   نيز متغيرهاي كمكي و مصنوعي را

. .

j

Max Z x x x x Mx Mx x
s t

x x x x x
x x x
x x x x

x

= + + + − − +

+ + − + =
+ + =
− + + =
≥

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5

1 2 6

1 2 3 7

2 2 4 0 0

5
2 7

5 2 3 9
0

 

  

  

  

  

  

  فرم ماتريسي

( , , , , , , )

x
x
x
xZ M M
x
x
x

= − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
2
3

2 2 4 0 0 4
5
6
7
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. .... x

x

p p p

or x xs t −
=

− −

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

M

1 2 0

1 1 1 1 1 0 0 5 1 1 51
1 2 0 0 0 1 0 7 1 2 7
5 2 3 0 0 0 1 9 5 2 97

1 2  

  

  

ريزي خطي له برنامهأجواب بهينه مسه در ارتباط با يقض ۳
1

  

توان تنهـا بـا در    ريزي خطي را مي له برنامهأكند جواب بهينه مس ثابت مي كه دقيقاًوجود داردقضيه سه 

  .اي آن بدست آورد هاي شدني پايه نظر گرفتن جواب

)دستگاه شدني  هاي  مجموعه تمام جواب Qاگر  , )X A I X Po≥   .باشد داريم 0=

  

  .يك مجموعة محدب است Q  ۱قضيه

  

Xن نقطه مشخصودب اكستريمشرط لازم و كافي براي  ۲قضيه   که است  اينQدر مجموعه 0≤

X از شدني اي با يك جواب پايه
( , ) oA I X P
X

⎧⎪
⎨
⎪⎩

=
  .متناظر باشد 0≤

هاست و هـر   اي براي مجموعة محدوديت يك جواب شدني پايه اكستريمهر نقطه : براساس اين قضيه

 محدود بـوده و  اكستريمتعداد نقاط لذا . مجموعه شدني است اكستريم يك نقطه شدنياي  جواب پايه

  .هاي پايه نيست جواب تعداد بيش از

  

  

  

  ريزي خطي  له برنامهأاگر مس     ۳قضيه

( , )

Max Z CX

A I X P Xo

=

= ≥ 0  

  .واقع شود Qمجموعه اكستريمداراي جواب بهينه متناهي باشد آن جواب بايد در يكي از نقاط 

بـات  يتمـام ترک  يمقدار تابع هدف بـرا . ديآ يبدست م اكستريم اگر جواب بهينه در بيش از يك نقطة

  .خواهد بود يکيم ين نقاط اکسترياخطي 

                                     
) ببعد١٨٠صفحه ( حمدي طه كتاباز ترجمه دكتر بازرگان  ٤- ٦در بخش  1  
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تـوان تنهـا از روي    ريزي خطي را مـي  له برنامهأكند كه جواب بهينه يك مس ثابت مي قضيه دقيقاً ۳اين 

  .آن بدست آورد يشدن اي پايه هاي جواب

  روش سيميلكس شرايط طه  رياضيضاببدست آوردن  ۵-۶بخش 

اي  جوابهاي پايه ياي ممكن بررسي نشده بلكه طور پايه گفتيم كه در روش سيميلكس همه جوابهاي

محدوديتها . تابع هدف را دارا باشد مقدارشود كه هر جواب جديد توانائي بهتر كردن  ميممكن توليد

 (تکرار هر مربوط به پايهحال اگر بردارهاي . نوشتيم X=Po (A , I)را قبلا بصورت ماتريسي 

 , A)يعني در رم استانداردف يدرماتريس محدوديت هارا  )تشكيل دهنده هر تکرار ياپايه   يمتغيرها

I)   بهB را با  ماتريس محدوديت ها يو بقيه بردارهاN  نشان دهيم دارِيم  

  

0

0 , 0

B B N N

B N

B N

Z C X C X
BX NX P
X X

= +
+ =

≥ ≥

  

  كه در آن

N,B که از محدوديت هـا بدسـت   هر تکرار  مربوط به ضرايب متغيرهاي  پايه و غير پايه دو ماتريس

  آيد يم

  اي بردار متغيرهاي پايه XBبردار 

  اي  بردار متغيرهاي غير پايه XNو 

B NC   ضراءب متغير هاي غير پايه و پايه در تابع هدف Cو

0P سمت راست معادلات  

B .داريم B-1با فرض وجود داشتن  o NX B P B N X− −= −1 1
 

پـس  . دهـيم  صـفر قـرار مـي     NXيها هپاي بردار غيربراي بدست آوردن مقادير متغيرهاي پايه بجاي 

B oX B P−= 1 .  

اي  والزاماً غيرپايه)  آن عنصر مثبت شدن مقدار ( NXاي ساختن يكي از متغيرهاي  در ادامه روش، پايه

شود متغير  انتخاب مي XNمتغيري كه از . مد نظر است) آن مقدار صفرشدن( XBشدن يكي از عناصر 

متغير ورودي براسـاس  . شود متغير خروجي ناميده مي ،رود بيرون مي XBو متغيري كه از  بوده ورودي

انتخاب ميشود كه توانائي بهتر كردن مقدار تابع هـدف را نسـبت بـه     طوري شرايط موسوم به بهينگي

اي  شود كه جـواب پايـه   متغير خروجي از پايه قبلي طوري مشخص مي .اي قبل داشته باشد جواب پايه

  ) feasibililyيا شدني بودن شرطيعني (جديد در همه محدوديتهاي مسأله صدق كند
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  .شرط فوق ۲تشريح رياضي

   ير وروديانتخاب متغ يبرا شرط بهينگي ضابطه رياضي

C , قسمت  ۲ضرائب تابع هدف، را بهCN و CB كنيم يكي وابسته به  تقسيم ميXB بـه   است ديگري 

XN  .پس داريم.  

Z CX C X C XB B N N= = × + ×  

Xچون  B P B N XoB N
− −= − ×1 1

  پس 

( )B o N N N

B o B N N N

Z C B P B N X C X

Z C B P C B NX C X

− −

− −

= − + ⇒

= − +

1 1

1 1  

  

) اي فرض كنيد براي سهولت متغيرهاي بردار غير پايه ) N گذاري  انديس xnتا  x1به صورت  Xبѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧردار

     پس داريم شده باشند
n

C X C XN N j jJ
= ∑

  .که يك عدد است    1=

.
.N

n

x

X

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

  Z يبا توجه به عبارت حاصل برا يك بردار ستوني است پس 

  CBB-1N  يك بردار سطري است وآنرا به(z1…zn)  مدهيمي  نشان.  

n

B N j j
j

C B N X z x−

=

= ∑1

1
 

  :داريم Zمربوط به جايگذاري در فرموللذا با 

n n
Z C B P z x c xoB j j j iJj

−= − + =∑ ∑
==

1
11  

1
( )

n
Z C B P z c xoB j j jj

−= − −∑
=

1
1

  

  .اند اي جواب متغيرهاي غير پايه  ها…,xj,  j=1درآن

jکليه  jz c− از بردار حاصل   ي متغير هاي غيرپايِه ها_B NC B N C−1 يبه طور کل .بدست ميآيد  

                                     
 داريم ماندو يم يمقدارشان صفر باق  XN يرهايه متغينکه بقيباشد با توجه به ا ير وروديمتغ xjاگر  1

1
0 ( ) ( )

( ) ( )
B j j j j j j

j j j j j

New Z C B P z c x current z z c x

Z New Z current Z z c x z cθ

−= − − = − − ⇒

∆ = − = − − = − −
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j jz c−     برابراست با  )يك تكرار( در يك جدول) اعم از پايِه و غيرپايِه(يك متغير  

1
j j B j j B j jz c C B P c C y c−− = − = −  

  كه در آن

jP  بردار  زير متغيرjx باستثناي عنصر مربوط به سطر ( در جدو ل آغازين  استZ(  

jy  بردار  زير متغيرjx باستثناي عنصر مربوط به سطر ( است مورد نظر در جدولZ(  

 برابرتابع هدف و مقدار   XB=B-1P0ه يپا ير هايمتغ فعليمقدار  XN=(x1…xn)=0 با قرار دادن
1

0BC B P−= XB Z=CB شود مي.  

دهد كـه آن متغيـر    نشان مي Zآخرين معادله براي  .انتخاب شود XN=X1…Xnمتغير ورودي بايد از 

jيدارا بايد jZ C−   متغيري . تر باشد بهتر است يعني هرچه منفي ينه سازيشيدر مسئله ب .منفي باشد

jشود كه كوچكترين مقدار منفي  بعنوان متغير ورودي انتخاب مي jZ C− اعمال شرط (را داشته باشد

  ) .بهينگي

  چند نكته

در جدول  Zكه سطر ) طه ترجمه دکتر بازرگان يحمد ۱۸۹در صفحه ( است شده نشان داده -

j مستقيما مقاديركس پلسيم jz c−دهد را بازاي كليه متغيرها بدست مي.  

jشود كه  ثابت مي- jz c− متعلق به (اي  هر متغير پايهXB  (صفر است:  

z     يپايه ا يها رمتغيمربوط به  c C B A CB Bj j
−− = −1  

  .باشد مي Bكه همان  .ها اي جدول فعلي است در محدويت ماتريس ضرائب متغيرهاي پايه Aکه در آن 

Bسپ, اي اند نظر پايه دچون متغيرهاي مور B−1     ماتريس ضرائب در تكرار فعلي اسـت و مربـوط بـه

  :شود مي يکهاي ماتريسي  متغيرهاي پايه

C I C C CB B B B= − = − = 0 صفربردار  

zبطور كلي مقدار هر  cj j−  شود اي يا غيرپايه در هر جدول چنين محاسبه مي اعم از پايه.  

z c C B P c C y cj j B j j B j j
−

− = − = −
1

 

BC د رجدول فعلي يپايه ا يرهايب متغيضرا  

jP مساله استاندارددلات اب متغير مورد نظر در معيضرا  

1B   اي جدول فعلي معکوس ماتريس ضرائب متغيرهاي پايه −

jy  ستون زير متغيرjx يت ها در تكرار مد نظرد,دمربوط به مح  

  :مثال 

  :۱۵۹حمدي طه انگليسي، ص ( مساله رير را در نظر بگيريد
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3 1 2 2 5 3 0 4 0 5 0 6

1 2 2 3 4 430
3 1 2 3 5 460

1 4 2 6 420
0j

Max Z x x x x x x
x x x x
x x x
x x x

xهѧѧا

= + + + + +
+ + + =

+ + =
+ + =

≥

  

)6,3,4(دريك تكرار   xxxX B )5,2,1(در پايه و     = xxxX N =     

 كدام متغير بايد براي ورود به پايه تكرار بعد انتخاب شود؟
x s x

B

−

−

−

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠

⎝ ⎠

2 1

1
1

2
1 1

2

3
1 1 0 1 00 2 0 0 00 1 1 0 0 1

 

1 2 5
11 1 2 0(0 5 0) (3 2 0) (4.5 2 2.5)

3 0 1
1 4 0

nonbasic Z C C B N Cj j B N

x x x
B−−

− = − = − −

⎡ ⎞
⎟⎢ =⎟⎢ ⎟⎢⎣ ⎠

 

zتنها  cj j− 2است كه متعلق به ) - ۲( منفيx  2: استx  منفي ترينبا z cj j−  متغير ورودي

  .است

  

  ١ feasibilty شدني بودن شرط رياضي ضابطه

  :تامين شود I,IIزيرشرط  ۲متغير خروجي از پايه بايد طوري تعيين شود 

  .منفي نشود) اي پايه اي يا غير اعم از پايه( متغيرها هيچ يك از  -Iزير شرط 

  .متغير خروجي برابر صفر شودمقدار -IIزير شرط 

Constraints : BX NX P X B P B NXB N o B o N
− −

+ = ⇒ = −
1 1

 
غيـر   XNگردد وبقيـه عناصـر    غير صفر مي XN بردار از  Xj مقدار بناميم فقط Xjاگر متغير ورودي را 

  .مانند اي و صفر باقي مي پايه

                                     
   حمدي طه ترجمه دکترباقربازرگان ۱۸۹در صفحه  ۶-۵-۲بخش  1
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x jX B P B NoB
− −

= −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0

1 1
0
0

  ها محدوديت :

دهيم عمـلا در فرمـول دخالـت     نشان ميjPاكه آنرا ب Nماتريس )ورودي به پايه (امj غيرمت تنها ستون

  )تحقيق كنيد(كند  مي

X B P B P XB j j
− −= −1 1

0  

  باشد مي mبرابر )   XB(بردار پايهعنا صرتعداد ها و تعداد محدوديت

) را به XB  ام iاگر عنصر )B iX  نمايش دهيم برايi=1,2,…m ،  بر طبق زير شرطI   

شود برابر خواهد  يه ان ميوارد پا Xjنده که يدر تکرار ا يفعل XB ير هايگانه مت    mتک تک مفادير 

  بود با 

( ) ( ) ( ) , , , ...X B P B P x io i j iB i j
− −

= − ≥ =
1 1 0 1 2 3  

X سوال j  را چه مقدار انتخاب كنيم تا تمام( )X B iاز  يکينشوند و  يمنف ندهيدر تکرار ا يفعل يها

  صفر شود ؟ پايهخروج از  يآنها برا

)جواب اگر )j iB P− ≤1 باشد، مقدار 0
0jx > )را هر قدر كه انتخاب كنيم    )X B i  طبق فرمول فوق

)نآ يشود  اما برا همواره مثبت است و صفر نمي )B Pj i
 يمقدار jx يدبرايکه مثبت اند با ييها1−

)ه يبودن کل ير منفيانتخاب شود تا غ )X B i  است که  يمقدارن مقدار برابريا(صفر شود يکيها حفظ و

  )شد نشان داده خواهدθ با

  :۲براي تامين زير شرط 

X j  را جايگزين آن( )X B i رش بازايداكنيم كه مق ميX j تا صفر شود( )X B i از پايه خارج گردد.  

)اگر -  )j iB P− ≤1 ام بردار iعنصر  =0
(B-1Pj) 

مقدار،  
0jx > )را هر قدر كه انتخاب كنيم    )X B i

)لوفرم  حاصل  ) ( ) ( )X B P B P xoB i j ii j
− −

= − ≥
1 1

از  پس   شود هيچگاه صفر نمي 

( ) ,...,j iB P i m− =1   .كنيم مي نظر صفر يا منفي صرفهاي   1

)از  يچ يكه رگا-   ) ,...,j iB P i m− =1 نامتناهي بهبود پيدا ميكندو  مثبت نباشند تابع هدف بطور 1

  .مسئله جواب محدود ندارد

  

     irmgn.ir



  ඟ໊مانੀ७ید باප෉ر  دا௉ه ਣभی دا஺ه  -േॐید بازرگان-਼࡛࣪ق భ ࠫمൎیاتূ 

 

55
  يافتن متغير خروجي

)، طرفين نامعادله ير خروجيافتن متغيجهت  ) ( )B P B P Xo i j i j
− −

− ≥
1 1 )اگر  0 )B Pj i

مثبت  1−

  .كنيم آن تقسيم مي هب,باشد

  :براساس رابطه فوق معادل است با شدني بودن  پس شرط

( )

( ) ( )
i=1,2,...,m

( ) ( )

x

B Pj i
B P RHSo i ix j
B P yj i j i

j

−

−

≤ =−

>

≥

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

1
1

1

0

0
 

  جايگزين آن شود؟ xj تافعلي كدام متغير بايد خارج شود XBاز 

از روي 
( )( ) ( ),..., ,

( ) ( ) ( )
j

oo m o
j j j

i m i

B PB P B Px x x
B P B P B P

−− −

− − −≤ ≤ ≤
11 1

1
1 1 1

1

2
جه گرفت كه يتوان نت يمتوان  مي 2

صفر گردد تا  يه فعليپا يرهاياز متغ يكينكه يا ين نسبت ها باشد اما برايحداقل ا يا مساويد كمتر يبا ୨ݔمقدار 

  :آن حداقل نسبت باشد يقا مساويدقد يبا ୨ݔه خارج شود يپا

( )
( ) ( )min i

j j i
j i

B P
x B P

B P
θ

−

−
−

⎧ ⎫⎪ ⎪= = >⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

o
1

1
1 0

 
j ،انديس متغير ورودي است كه قبلا آنرا دانسته ايم  

 Pj مربوط به متغير ستون jx  از ماتريسNدر مساله استاندارد است.

مي  خروجيآن متغير   .است XBمتغير از متغيرهاي  و کدام i كدامه متعلق بحداقل تعيين كنيد كه اين   

)بر اساس ون مقدارشچ (شود ) ( ) ( )X B P B P xoB i j ii j
− −

= − ≥
1 1

 ـا يبازا  ن مقـدار  ي

xjوبايد )  شود يصفر مxj  بجاي آن درXB قرار گيرد.  

1-    يك تكرار مسئله ايدكه در يفرض كن: مثال 
B oيѧѧѧѧѧѧѧѧѧفعلX B P =

.

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

5
40
4
1 5

و 
,

jy B Pj
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2 5
4

2
0

                         

  :نده باشد  پسيآه تكرار يبه پا ير وروديمتغ ୨ݔو 
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஻ଵݔ )1 ൌ 5 െ  ه يبه پا  ୨ݔنده باوروديدر تكرار آ يفعل஻ݔعنصر اول  مقدار ୨ݔ2/5

஻ଶݔ    )2 ൌ 40 െ  هيبه پا  ୨ݔنده باوروديدر تكرار آ يفعل஻ݔعنصردوم  مقدار ୨ݔ4

஻ଷݔ  )3 ൌ 4 ൅  هيبه پا  ୨ݔنده باوروديدر تكرار آ يفعل஻ݔعنصر سوم  مقدار ୨ݔ2

஻ସݔ   )4 ൌ 1/5 ൅  ه         يبه پا  ୨ݔنده باوروديدر تكرار آ يفعل஻ݔتعداد عنصر چهارم  ୨ݔ
  .نباشد يمنف ديبا يه فعليپا يرهايرها از جمله متغين همه متغير ايمقادنده يم در تكرار ايدان يم
y ير منفيل مقاين دليبهم. همواره برقرار است 4و3هر چه باشد رابطه  ୨ஹ଴ݔ  B Pj

−= 1                         
   2و  1اند روابطه م يشود و ميدر نظر گرفته نم

  
5(1) 2

2.5
40(2) 10
4

xj

xj

⎧ ⇒ ≤ =⎨
⎩
⎧ ⇒ ≤ =⎨
⎩

 

  

{ min( 2,10) 2xj ≤ قا يدق ୨ݔها صفر شود اگر  ௕ݔi ሺ(از     يكيم يخواهيم .است  ஻ଵݔكه مربوط به =

  شوديم   يگردد و خروج يصفر م i=1 يبرا௕ሻݔi ሺباشد    2 يمساو

   

  .صادق استMin مساله يهم  برا Maxمساله  يهم  براذکر الفوق  بودن يار شدنيمع  

  يمنف ـ)  RHSدر( XB چ تکـرار يمپلکس در ه ـيس ـ يو سـتون  يات سطريان عمليتوجه شود در جر

 بدسـت آيـد  تصـميم  يک متغير يبرا يمقدار منف يتکرارسيمپلكس معمولي دراگر در     نخواهد شد

  .صورت گرفته است  ياشتباه

بر ) منفي يا صفرباشند.( مثبت نباشدj B-1Pاگر هيچ عنصر بردار (feasibility)بودن  يدر شرط شدن

)طبق رابطه )B o j jX B P B P x− −= −1 1
نده يرا در جدول آ يفعل   ஻ݔ يرهاير متغيمقاد که,

كنيم  اختيار∞تا ۰توان هر مقدار كه بخواهيم از  را مي xjمتغير وروديمقداردهد ،  يه ميبه پا ୨ݔباورود

BXو همواره  طور نامنتاهي بهتر به بعنوان متغير ورودي، مقدار تابع هدف هم  xjبا توجه به  0≤

Zچون  .شود در نتيجه جواب بيكران مي. شود مي C XB B=.  مسئله جواب محدود ندارد.  

  مقدار بهبود تابع هدف

 تابع هدف در تکرارچه در مساله بيشيينه سازي و چه مساله کمينه سازي كه  شدابت قبلا ث
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  )      ( iteratiomباندازه يبعد( )j jZ z cθ∆ = − که در آن  ابدي يبهبود م ينسبت به مقدار فعل −

zj-cj ير ورودير متغيب زيضر xjدر سطرz باشد وبرابر يمCBB-1Pj-cj ا ي CB yj-cj باشد يم. 

مثال
1

  )HTترجمه دكتر بازرگان .... ص HTکتاب انگليسي  ۱۵۹ص   ۶ -۵-۲مثال (

  هاي آن مساله متغير ورودي است با استفاده از داده X2ديديم كه )کتاب  ۱-۵-۶(صفحه قبل  ۲در مثال 

-1
4

-1
B 3 o

6

x 1 1 0 430
Xفعلѧѧѧѧѧѧѧѧѧي x = B P = 0 2 0 460

0 0 1 420x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

11 02 430 200
10 0 460 2302 420 4200 0 1

 

X2  متغير ورودي است پسj=2   داريمو:  

min

j jx x j P P

y B P

x x x
x θ

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⇒ = ⇒ = = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟= = =⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2 2

1
2

2

2
2 0

4
11 02 2 2
10 0 0 02 4 40 0 1

4 2 6 200200 420 22 4

 

چون 
200
  . دهد مي x2متغير خروجي است وجاي خود را به x4است پس  x4متناظر با 2

 X4).  صفراسـت (زيرا عنصر مربوط بآن مثبـت نيسـت   .  شود گرفته نمي در نظر X3 نسبت مربوط به

100θبا مقدار  X2متغير خروجي بوده و    .شود مي پايه وارد =

                                     
  كتاب حمدي طه  ١٨٦ص ١- ٥- ٦بر اساس  ١٨٧ص  ٢-٥- ٦ مثال  1 
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منفي يا صفر ) yjبردار(ها  مربوط به محدوديتXjمثل  تمام عناصر زير يك متغير غيرپايه درجدول اگر 

بطورنامحدود قابل افزايش است بدون اينكه هيچ يك از ساير متغيرها مقدارش منفـي   Xjباشندمقدار 

مقدار تـابع هـدف بطـور بيكـران قابـل      ) بر طبق شرايط بهينگي(متغير ورودي باشد  xjگردد لذا اگر 

) افزايش است يعني )j j jz c x−   .در اين صورت مساله جواب بيكران دارد. ∞→

  برابراست با تابع هدفمقدار بهبود 

( ) ( ) ( ) [ ( )]j j j jZ z c c zθ θ∆ = − − = − − = − = − − =
200 2 200 100 2 2002  

   شكل ماتريسي جدول سيمپلكس 

مـا در رابطـه بـا سـطرهاي     که ييهادهد كه كار نشان مي دكتر بازرگان ترجمه HT6-۶بخش   

رياضـي  اصـول  . گـردد  لي مـي وجوابهاي اص منجر بهضي دارد ورِياجدول سيمليكس بكار برديم پايه 

را نشـان   HTكتـاب  ۱۸۹تـا   ۱۸۸در صـفحه   ايم جدوليكه ما براي روش سيمپلكس تاكنون بكار برده

در هـر تکـرار   البته فرم جدول در كتابهاي مختلف با هم يكسان نيست ولي بنحوي اطلاعات  .دهد مي

  .ميشود جدول درج 

  

  

RHS  Z  

B B B oZ C X C B P−= × = 1                   B IIC B C− −1  1  Z 

   B A B− −1 1۰ XB 

 
IIX ن يه در جدول آغازيپا يرهايبردار متغ  

 IX ر هاير متغيسا    

IC ر ها  در تابع هدف صورت  مساله ير متغيب سايضرا  

IIC يرهايب متغيضراIIX در تابع هدف مساله  

  

در همان  و دهد را بدست مي Zj-Cjمختلف  يدرتکرار ها Zرسط دهد  جدول كلي نشان مي  اين     

است ومقدار هر متغير پايه در آخرين تکرارمربوط به آن ) Z (دار تابع هدف مق سطر زيرآخرين ستون

  .آيد در هر تكرار پايه بدست ميمتغير ستون رديف مربوط به هر

t t
I IIX X

B IC B A C− −1

oB P−1
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هيپامتغيرهاي =  B oX B P−= 1 B مقدار تابع هدف                    BZ C X= ×  

* نه تابع هدف يمقدار به *Z C XB B= ×  

  بازرگان باقر کترد  ترجمه ۱۸۸-۱۸۹اتدر صفحپس مشاهده مي كنيد كه براساس مطالب اثبات شده 

  simplexدر هر جدول 

  B-1  )نقـش اساسـي    )مساله   يها معكوس ماتريس ضرائب متغيرهاي پايه آن جدول در محدوديت

  .بعهده دارد

  يچگونـه از مسـاله اصـل   ) هـر تکـرار  (هر جـدول  نشان مي دهد که Simplexنمايش زير از جدول 

  .بدست مي آيد

j j B j j B j jz c C B P c C y c−− = − = −1    
1 1, 2, ..., '

1 1 1( )

y B P j n m nj j

Y B A I B A B

−= = + =

− − −= =

 

RHS ... ...jX X X1 2  Zمتغيرهاي پايه جدول اغازين 

B B

B o

Z C X

C B P−

=

= 1  B I j j B IIC B A C z c C B C− −− − −1 1  1  Z 

B oX B P−= 1  ... j jy y y B P B− −= 1 1
1 2 ۰ XB 

  
 توجه 

 ،م يتصـم  اعـم از متغيرهـاي   j=1,…n 'شـود  همـه متغيرهـا را شـامل مـي     jدر اين جدول انـديس  

  يکمک و مازاد,کمبود

  ملاحظات

جدول که  در يي ر هايزير  متغ ول درمربوط به هر جد  Bهمواره در هر تکرار معكوس ماتريس  -

  د       يبدست مي آ  بودند هين   پايغازآ

- j jz c−   . هر جدول صفر است  متغيرهاي پايه 

jترين  داراي منفي Maxمتغير ورودي در مساله  - jz c−   .است 

jترين  داراي مثبت Minمتغير ورودي در مساله  jz c−   .است 

ام آن kتنها عنصر يك بردار از ماتريس يكه خواهد بود كه  ykام پايه باشد،kدر رديف  xkاگر متغير  -

  .خواهد بود و بقيه صفر يك 

  ساوي است با م يمساله در جدول بعد Zورودي باشد، مقدار بهبود در  امj اگر متغير
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( )

min ( )
( )

B Po iZ z c yj j j iy j i
θ θ

−⎧ ⎫
⎪ ⎪⎛ ⎞∆ = − − = >⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎩ ⎭

1
0  

  داده شدهمساله استاندارد زير از  تکرار کيجدول ناقص از يك۱مثال 

.

, , , ,

Max Z x x

s t x x s

x x s

x s

x x s s s

− − =

+ + =

+ + =

+ =

≥

3 2 01 2
2 1001 2 1

801 2 2
401 3

01 2 1 2 3

 

 
  

  

  

  

بهبود تابع هـدف در جـدول بعـدي،     زان يمتعيين متغير ورودي و خروجي، ,مطلوبست تكميل جدول

  جدول بعدي آيا جدول بعدي جدول نهايي است؟ XB مقدار عناصر

s s s
x s x

B

−

−

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = − =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

1 1 2 3
2 2 1

1
1 0 21 0 2 1 1 11 1 1 0 0 10 0 1

 s s s3 2 1   نيه جدول آغازيپا ير هاير متغيستون ز 

y B p−

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1
2 2

1 0 2 1 1
1 1 1 1 0

0 0 1 0 0
 

توانستيم  البته بدون انجام اينكار نيز مي

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
0
0

است پس ضرايب مربوط بـه   هدر پاي x2ا بنويسيم زيرا ر 

  .است يكهتريس يك بردار از ما ,آن

z c z c z cs s− = − = − =0 0 01 1 2 2 2 2
 

RHS s 3  s2  s1  x 2  x 1  Z   

            ۱  Z 

          ۰  ۰  x 2  

          ۰  ۰  s2 

          ۱  ۰  x 1 
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( )z c c y cj j B s ss

−⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞− = − = − = − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

o o

2
2 0 3 1 1 1

3 3 13
 

( )z c c y cj j B s ss

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞− = − = − − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

o o

1
2 0 3 1 2 2

1 1 01
 

  .استS3 يباشد پس متغير ورود يم s3متعلق به   zj-cjن يتر ياست و منف ينه سازيشيمسئله ب

  

B

x
X B P s

s

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = − = = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

o
1

1 0 2 100 20
21 1 1 80 20
20 0 1 40 40
1

 

( )Z C XB B= = =
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

20
2 0 3 20 160

40
 

S2  نسبت زيرا است خروجيmin , ,θ ⎧ ⎫= =⎨ ⎬
⎩ ⎭

20 40 201    .است S2 متعلق به 1

دفبهبود در تابع ه
 

( )( )j jz cθ ⎛ ⎞= − − = − − = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

20 1 201  

 ي استاندارددر محدوديت ها يجدول بعد XBمعكوس ماتريس ضرائب = در جدول بعدي XBمقدار 

  .0Pضربدر 

x s x
−

⎛ ⎞
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎝ ⎠

2 1

1
3

1 0 2 100 1 2 0 100 601 0 1 80 1 1 1 80 200 1 1 40 1 1 0 40 20

0P)B-1 جدول بعد =(XB جدول بعدي  

zدانيم  مي cj j− مربوط بهx1,s3x2 صفر اسـت  نكه در پايه اند يعلت اه ب در جدول بعد .z cj j−

 :S2,S1براي متغيرهاي غير پايه يعني 

,( ) ( , ) ( , )

( , , )

j i S S B s s

B B

Z C C B p p C C

x
Next X S C B

x

−

−

− = −

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎝ ⎠

1 2 1 2
1

3 4

2
1

3

1

1 2 0
2 0 3 1 1 1

1 1 0

  براي جدول بعدي
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( ) ( )( , , ) , ,z cj j

−⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− = − − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

1 2 0 1 0
2 0 3 1 1 1 0 0 1 10 1

1 1 0 0 0
جـدول   هاي مربوط به متغيرهاي غيـر پايـه  

 ),S2,S1  (بعد

zچون هيچ  cj j−ل بعدي جدول نهائي است منفي نيست پس جدو.  

  ۲مثال 

همچنـين تعيـين    -مسـاله زيـر    تکرار كه مربوط به يك Simplexمطلوبست تكميل جدول داده شده

  .متغير ورودي و خروجي

. . )
) /
) / /
)

, ,

Max Z x x x
s t x x x

x x x
x x x

x
x x x

= + +
+ + ≤
+ + ≤
+ + ≤

≤
≥

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2

1 2 3

60 30 20
1 8 6 48
2 4 2 1 5 20
3 2 1 5 0 5 8
4 8

0

 

  

  

  

  

RHS  x x x s s s s1 2 3 1 2 3 4  Z   

  −0 20 0 0 40 20  1  Z 
S
X
X
S

=
=
=
=

1

3

1

4

  

  
0
0
0
0

 
S
X
X
S

1

3

1

4

 

 

/
. .

/

S x x S

B −

⎛ ⎞
−⎛ ⎞⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎜ ⎟⎜ ⎟= =
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

−
1 3 1 4

1

1 2 8 01 1 8 0 0 2 4 00 1 5 4 0 0 0 5 1 5 00 0 5 2 0 0 0 0 10 0 0 1

1

  .كليد تمام مقادير ديگر است 
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  از روي مساله استانداردتوجيه ضابطه انتخاب متغير ورودي و خروجي 

)

)

)

)

)

Max Z x x S S S S S

x x s

x x s

x s

x s

x s

All X and S

− − − − − − − =

+ + =

+ + =

+ =

+ =

− + =

≥

3 2 0 0 0 0 0 01 2 1 2 3 4 5
1 2 1001 2 1
2 2 801 2 2

3 601 3
4 102 4
5 201 5

0

 

در اولين بار اگر .گيريم در نظر ميرا صفر متغير  ۷- ۵= ۲  يشدن پايه هاي براي دستيابي به جواب

{ }NBV x x= = =0 1 2 0 .1
   

  { }. . S S S S SBV = = = = == 100 80 60 10 201 2 3 4 5  

متغيـر پايـه    S3، ۲متغير پايه سطر  S2، ۱سطر ه يمتغير پا S1. يك متغير پايه وجود دارد سطردر هر 

شـود   شـود چـرا كـه احتمـال داده مـي      برگزيده مي x1در دور بعد  هيبه پا ورودبراي . ...است ۳سطر 

از بقيـه   كه دهد افزايش مي ۳اندازه ه را  ب Z ,  x1زيرا يك واحد . گذارد مي Zبيشترين بهبود را روي 

  .استمتغيرها بيشتر

ثير أت S3,S2,S1 يرو از صفر بيشتر شود x1توجه كنيد هر چه . هر چه بيشتر شود x1 مقدارما مايليم 

  تواند افزايش يابد؟ تا چه حد مي x1 مقدار. شود كمتر مي ۴۰و  ۸۰و  ۱۰۰آنها از  مقدارگذارد و  مي

   :داريم x2با صفر نگه داشتن . شوندنمنفي  S3,S2,S1 هتا حديك 

  

x S S x

x x

S

+ + = ⇒ = −

⇒ − ≥ ⇒ ≤ =

≥

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

2 0 100 100 21 1 1 1 100
100 2 0 501 1 2

01
  ۱سطر در 

x S S x x

S

+ + = ⇒ = − ≥ ⇒ ≤ =

≥

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

80
0 80 80 2 0 401 2 2 1 1 2
02

  ۲در سطر 

  {x S S x x
S
+ = ⇒ = − ≥ ⇒ ≤

≥

60 60 0 601 3 3 1 1
03

  ۳در سطر 

                                     
1 non-basic variables 
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 S2 ,X2=40در . شود يم منفي S2ميتواند افزايش يابد واگر بيش از آن شود  ۴۰حداكثر تا  X1اينجا 

ترك و غيرپايه  را پايه S2شود لذا  صفر مي S1مقدار . كنيم انتخاب مي ۴۰را   X2مقدار  . شود صفر مي

  .گرددمي

  توجه كنيد كه

: داريم ۴در سطر   x x s+ + =1 2 40 xچون  10 تواند  يمتا هر مقدار داراي ضريب صفر است 1

xهم داريم  ۵اضافه شود ودر سطر  S S x− + = ⇒ = + ≥1 5 5 120 20 x افزايش با 0 ≥1  مقـدار  بـه هـر  0

براي  يب صفر و منفيل ضراين دليبه هم .گذارد ينم يباق شدن يا منفيصفر  جهت زا يتاثير S5روي 

  .شود يدر نظر گرفته نم منظور گفته شده

  ) در هر تكرار يا دور(اي در هر جدول  پايه X   = XB=B-1P0(RHS)مقدار

  

  

  

  ١)Artificial(متغير فرضي يا مصنوعي  هايتكنيك

  دهند چه بايد كرد؟ شدني اوليه نمياي  وقتي متغيرهاي كمكي به سهولت يك جواب پايه

  .باشد ≤يا  =آيد كه حداقل يكي از محدوديتها از نوع  وقتي پيش ميوضعيت در حالت كلي اين 

  اي مرحله ۲يا فاز  ۲روش  و بزرگ Mروش  :شود  تكنيك پيشنهاد مي ۲در اين حالت 

(Aروش M  يا روش جريمه              Big  M Method   

  مراحل عمل

  .شكل استاندارد مساله را بنويسيد -۱

)از نـوع   ۱هـائي كـه قبـل از اجـراي مرحلـه       سمت چپ هر يك از محدوديت به-۲ ) ( ),= بودنـد   ≤

توجـه شـود قبـل از اضـافه      .نامند مي اين متغيرها را متغيرهاي مصنوعي. يدافزائبيمتغيرهاي غير منفي 

  .ر مثبت داشته باشديد مقاديسمت راست حتما با ير مصنوعيکردن متغ

 اما اين اشكال را با اختصاص دادن يـك . شود افزودن اين متغيرها موجب نقص محدوديتهاي فوق مي

برطـرف  ر واحـد از ايـن متغيرهـا در تـابع هـدف      ه به) <۰M( Mمثل  خيلي بزرگ) جريمه(مقدار 

                                     
  زوكوپرنارائه شده توسط چار 1
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 M+وبـراي مسـائل كمينـه سـازي      M–سازي بيشينه براي مسائل  در تابع هدف اين جريمه. كنند مي

   .است

گيريم و  كمك مي شود  ينشان داده م Rا ي Aکه با متغيرهاي مصنوعي از اوليه  براي جواب پايه - ۳

متغيرهاي پايه در  جدول آغازين واقعي ضرايب  كنيم در مي هيهترا  Simplexجدول آغازين واقعي 

  )باستثناي سطر خود متغير كه ضريبش يك است (ستون زير آن در كليه سطرهاصفر است 

  :رويم پيش مي Simplexبا مراحل منظم روش  -۴

 

Min
. .

j

Z x x x
s t
x x x

x x

x x

x

= + −

+ + ≤

+ ≥

+ =

≥

1

1 2 3

1 2

2

2

33
23
13

0

:مثال                                                          

1,اين مساله را  تنها با  2s s  كرد و حل  نمي شود جدول بندي: 
 
 
  

  

RHS
2s  1s  3x 

2x  1x   Z   

۰  ۰  ۰        ۱  Z 

۳  ۰  ۱        ۰  
1s  

۲  ۱ - ۰        ۰  
2s  

  

1زيرا طبق روال گفته شده براي جواب پايه اوليه بايد   2 3, ,x x x  را صفر قرار دهيم و در رابطه سوم

زيرا قيد .حتي اگر تساوي در محدوديت سوم  نمي داشتيم باز با مشكل روبرو بوديم. صدق نمي كند

  ديآ يدر م s2=-5و  .داريم ≤0
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, ,

Min Z x x x S S MR MR

x x x S

x x S R

x x R

all X S R

− − + + + − − =

+ + + =

+ − + =

+ + =

≥

2 0 0 2 02 21 3 1 1
321 3 1
22 23 1

121 3
0

  

  :است  نيچن  فرم جدولي

RHS  Z x x x S S R R1 2 3 1 2 1     Basisپايه  2

0  M M− − − −1 2 1 1 0 0  Z   

3 
2 
1 −

0 1 1 1 1 0 0 0
0 0 1 1 0 1 1 0
0 1 0 1 0 0 0 1

  

S1  
R1  
R2 

B.V.

 ه بـه يك ـ سيمـاتر  تعلقهايش  شناسيم از جمله شرط مي Simplex آغازين در جدولي كه آنرا جدول

متغيرهاي واقع در پايه صفر باشد در اين جـدول مـاتريس    Zj-Cjمتغيرهاي پايه است و ديگر اينكه، 

اينسـت   شكلي كه وجود داردمقاعدتاً بايد آن ها جواب پايه باشند اما . است R2,R1,S1متعلق به که ي

صفر نيست ولذا اين جدول، جـدول   Zدر سطر) R2,R1 يعني(رهاين متغيدوتا از ا Zj-Cj كه ضريب

در تابع هدف صفر كنـيم عمـل زيـر را انجـام     سطر را  ۲براي اينكه ضريب اين . آغازين واقعي نيست

  .دهيم  مي

  

M)سطر( =م يقد Zسطر + M )دوم ر اول ومجموع سط( R+ × M)سطر (2 R+ ×   جديد Zسطر= قديم  Zسطر  1

  

RHSZ x x x S S R x R1 2 3 1 2 1 3 2    

3M  M M M M− + − + + −2 1 1 21 0 0 0  Z  

3  
 
2 
1 

−

0 1 1 1 1 0 0 0

0 0 1 1 0 1 1 0

0 1 0 1 0 0 0 1

 

S1  
R1  

  

R2 
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عمـل   Simplexصفر اسـت مطـابق روال معمـول     Zسطرچون ضرايب مربوط به متغيرهاي پايه در 

  استx3به تکرار بعد  يورودR2از اين تکرار  يدر اينجا خروج .تا به جواب برسيمكنيم  مي

در اينگونه مسائل جواب بهينه و نهائي زماني براي مساله ميسر است كه كليه متغيرهاي مصنوعي : توجه

باشـد بعـدا مـورد بحـث قـرار       مورديكه جدول نهائي شامل متغير مصنوعي. از پايه خارج شده باشند

  .خواهدگرفت

  

B(اي مرحله ۲ فاز يا ۲ روش  )Two-Phase Method(١  
  

) از صفرهاي بزرگتر براي هنگاميكه با محدوديت زيناي   مرحله ۲فاز يا  ۲روش   =ويـا تسـاوي    ≤(0

  .ستا سركار داريم مناسب

  .دهد قرار ميو حل مرحله مورد بررسي  ۲و مساله را در 

قرار ) كردن مجموع منفي آنها Maxيا (م كردن مجموع متغيرهاي مصنوعي مهدف را ميني Iدر مرحله

  .دهند  مي

Max(بهينه کردنهدف   IIدر مرحله or Minتابع هدف مساله اصلي است )كردن.  

  :فاز  ۲گامهاي الگوريتم 

. فزائيـد يبمتغيرهاي كمبود، اضـافي و مصـنوعي لازم را  هاي صورت مساله اصلي  به محدوديت:  ۱گام

  )سمت راست مثبت باشد قبل از اضافه کردن توجه كنيد(

  )مصنوعي از پايهمتغيرهاي  بيرون راندن:هدف : ( Iشروع فاز

  .قرار دهيد       =Min W ∑متغيرهاي مصنوعي     تابع هدف را  Iبراي فاز: ۲گام

  : ۳گام 

  .حل كنيد simplexرا با روش  ۱هاي گام  و محدوديت ۲ر در گام وذكمشامل تابع هدف  L.Pمسأله 

آنها را بايد با عمليات سطري صـفر   Zj-Cjتوجه داشته باشيد ابتدا چون متغير مصنوعي در پايه است 

  .كنيد

  :حالت ممكن است پيش آيد ۳در اينجا 

ندارد زيرا در پايـه   يشدنمسأله اصلي جواب  ⇐مثبت خواهد بود مقداري  Wمقدار بهينه . ۱حالت 

  .لااقل يك متغير مصنوعي با مقدار مثبت وجود دارد

                                     
  )Ignizio   ٥٤از صفحه (    1 
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. پايه لااقل يك متغير مصنوعي با مقدار صفر وجود دارد XBصفر شده ولي در Wمقدار بهينه . ۲حالت 

  .برويد) ۴(در اين صورت به گام چهار 

ايـن   لزومـاً    :توجـه . به صفر رسيده و هيچ متغير مصنوعي در پايه موجـود نيسـت   Wمقدار . ۳حالت 

  .برويد ۴را متوقف و به گام  Iجدول نهايي نيست در اين صورت فاز  يمساله اصل يبرجدول،

   IIشروع فاز 

اي سـطر صـفر   قرار دهيد با اين تفاوت كه بـه ج ـ  IIرا اولين جدول فاز  Iآخرين جدول فاز : ۴گام 

متغيـر   XBاگـر در  . بـه صـورت اسـتاندارد  قـرار دهيـد      را تابع هدف مسأله اصلي) سطر تابع هدف(

آن متغيرهاي مصنوعي را كه در پايه نيستند . آن را صفر در نظر بگيريد Cj داشته باشدمصنوعي وجود 

  . از جدول حذف كنيد  كلاً  IIدر فاز توانيد مي

  .به صفر تبديل كنيد (Gaus- Jordon)متغيرهاي پايه با عمليات سطري  Zj – Cjضرائب : ۵گام 

را  IIمعمولي فاز  Simplexوجود نداشت با  Iاگر هيچ متغير مصنوعي در آخرين جدول فاز : ۶گام 

  .برويد ۷شامل متغير مصنوعي بود به گام  Iاما اگر آخرين جدول فاز . ادامه دهيد تا به جواب برسيد

براي اين منظور . گاه مقدار مثبتي به خود نگيرد واظب بود كه متغيرهاي مصنوعي پايه هيچبايد م: ۷گام 

  :متغيرهاي خروجي و ورودي را چنين تعيين كنيد

(a  متغير ورودي را با ضابطةSimplex معمولي مشخص كنيد.  

(b   تمامyijآنهايي را كه متناظر با متغيرهاي مصنوعي . ير ورودي انتخاب شده را وارسي كنيدمتغ هاي

ر يغها  yijاگر تمام اين . هر كدام از آنها كه منفي بود آن را متغير خروجي بگيريد. است مشخص كنيد

  .بود روال معمولي را براي متغير خروجي به كار بنديد يمنف

از پايـه   يک متغيـر مصـنوع  يبا سيمپلکس دو فاز اين است که هرگاه  يس معمولکتفاوت سيمپليک 

  ...) ص۱۹۹,وينستون(محاسبات حذف شود خارج شد در ادامه از

  مثال

  :                      مطلوب است حل مسأله

            

2 31 2

1 1
. . 41 2

2 4

3 201 2

101 2

, 01 2

Min Z x x

s t x x

x x

x x

x x

= +

+ ≤

+ ≥

+ =

≥
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  ۱گام 

1 1
. . 41 2 1

2 4

3 201 2 2 1

101 2 2

01 2

S t x x S

x x S R

x x R

x x

+ + =

+ − + =

+ + =

+ ≥
     

   ۲گام    Iشروع فاز 

01 2

1 1
. . 41 2 1

2 4

3 201 2 2 1

101 2 2

, , , , 01 2 1 2 1 2

Min W R R

S t x x S

x x S R

x x R

x x s s R R

− − =

+ + =

+ − + =

+ + =

≥
  

  ولين جدول اتشكيل  ۳گام 

  

  

     

  

  Iتكرار اول فاز  - Iفاز  Simplexجدول آغازين واقعي 

  

RHSR2  R1  S2  S1  X2  X1  W  پايه  

0  -1  -1  0  0  0  0  1  W 

4  0  0 0  1  0  S1  

20  0 1  -1  0  3  1  0  R1  
10  1  0  0  0  1  1  0  R2  
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  Iفاز  يبعد يهاتكراراز  يکي

 
  

  

  

  

  

  

 .در پايه نيست متغيرهاي مصنوعي نهايي است ۱فاز  يبرا فوق  جدول

 IIشروع فاز

  ۴گام 

   قرار داده   IIرا اولين جدول فاز  Iآخرين جدول فاز 

Z – 2x1 – 3x2 = 0فوق با تابع هدف  

   در پايه نيست را حذف مي كنيم  چون متغيرهاي مصنوعي

  جدول اول

  

  

  

  

  

  

  .كنيم جردن آنها را صفر مي با عمليات گاوس.صفر نيست Zدر سطر  x3 , x2مربوط به ضرائب

zj – cj  مربوط بهx1 , x2 كنيم اند با تبديل به صفر تبديل مي كه در پايه.  

  جديد Zسطر = قديم  Zسطر + برابر سطر آخر  ۲+ برابر سطر ماقبل آخر  ۳

  

RHSR2  R1  S2  S1  x2  x1  W    

0  -1  -1  0  0  0  0  1  W 

െ1  ۰  ۰  0  S1  

5  െ0  1  0  0 x2  

5  
1

2
−  0  0  1  0  x1  

RHSS2  S1  x2  x1  Z    

0  0  0  -3  -2  +1  Z 

െ1  ۰  ۰  ۰  S1  

5  െ0  1  0  ۰  x2  

5  ൅0  0  1  ۰  x1  

RHSS2  S1  X2  X1  Z  پايه  

25 െ0  0  0  1  Z 

െ1  ۰  S1  

5  െ0  1  0  ۰  X2  

     irmgn.ir



  ඟ໊مانੀ७ید باප෉ر  دا௉ه ਣभی دا஺ه  -േॐید بازرگان-਼࡛࣪ق భ ࠫمൎیاتূ 

 

71
  

  

  

  

  

  

  : جدول نهايي است و جواب مسأله.ميته سازي استكمسأله نکه يا اين جدول با توجه به

 
* * *5 5 251 2x x Z= = =.  

  .ديبزرگ حل کن  Mمسئله فوق را با روش: نيتمر

  

 فاز ۲مثال ديگر براي 
 
  

  

  ينه سازيشيك مساله بي 2ن جدول فاز ياول
RHS R2 R1 X5 X4 X3  X2  X1  Z    

6  0 0  2 0 3 3 - 0 1 Z 
3  0  0  1  0  3  1 -  1  0 X1

0 0  1  3  0  1+  2 -  0  0 R1 

90  0  1 -  1  1 -  3  0  0 X4 

0  1  0  2  0  0  1 -  0  0  R2

  ن جدوليدوم
RHS R2 R1 X5 X4 X3  X2  X1  Z    

6  0 3
2

-  5
2

− 0 3
2

 0 0 1 Z 

3  0  1
2

−  1
2

−  0  5
2

  0  1  0 X1 

0  0  1
2

−  3
2

-  0  1
2

−  1  0  0 X2 

5  ൅0  0  1  ۰  X1  
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9 0  3

2
  7

2
  1  1

2
  0  0  0 X4 

0  1  1
2

−  1
2

  0  1
2

−  0  0  0  R2 

  ن جدوليسوم
RHS X5  X4 X3  X2  X1  Z    

6  0 0 1 - 0 0 1 Z 
3  0  0  2  0  1  0 X1 

0 0  0  2 -  1  0  0 X2 

90  1  4  0  0  0 X4 

0  1  0  1 -  0  0  0  X5 
  

  ا مساله جواب دارد؟يآادامه داده و بگوييد 

  

  

  

  

  

  ١حالات خاص در روش سيمپلكس

دهـد   هـايي كـه در حـين بكـار بـردن سـيمپلكس رخ مـي        در اين قسمت به معرفي وضـعيت 

  :پردازيم مي

   Degeneracy تباهيدگي يا انحطاط - ۱

                                     
کتاب حمدي طه ترجمه دکتر بازرگان ٦-٣بخش  1  
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  (Unbounded)جواب هاي بيكران  -۲  

  ) Alternative optimal solution(هاي بهينه مختلف چندگانه جواب -۳ 

  )nfeasibllity(ممكن يا شدني فقدان جواب -۴  

  

       حالت تباهيدگي  -۱حالت

ناميم اگر يك يا چند متغير پايه  مي) تبهگن، منحط، تباهيده( را AX= bيك جواب پايه براي : تعريف

متغير آن مقدار غير صـفر   mصفر باشد به عبارت ديگر يك جواب پايه شدني كه كمتر از مقدارداراي 

  . شود داشته باشد تباهيده ناميده مي

  تباهيده  LPتعريف مساله 

داشته باشد كـه درآن يـك متغيـر     اوليهرا  تباهيده مي ناميم اگر حداقل يك جواب پايه LPيك مساله 

  .پايه اش صفر باشد

  :كهشود  ثابت مي

 =AX   دستگاه معـادلات هاي پاية  شرط لازم و كافي وجود جواب و عدم تباهيدگي تمام جواب -۱

b استقلال خطي هر مجموعه از ،m  ستون ماتريسAb = (A|b) که در آن . استm  تعداد معادلات

 .است) مساله استاندارد يتعداد محدوديت ها(دستگاه

  تذكر 

)21,....,....( ستون هاي ماتريس mj PPPP
وابسته خطي انداگر به ازاي برخي  

0≠jα
ها رابطـه    

1 1 2 2 ... .... 0j j m mP a P P Pα α α+ + + + + =
  )۱۹۶۸در كتاب هليه و ليبرمن، ۳ضميمه (برقرارباشد

  ال ثم
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در ماتريس 

1 2 3

1 0 1
1 1 5
2 3 13

P P P

A

⎡ ⎞
⎟⎢
⎟⎢=
⎟⎢
⎟⎢

⎣ ⎠

3  رابطه  1 22 3P P P=   .استقلال خطي ندارند A ستونهايپس برقرار است  +

ه باشـد  معادله حدي بـه وجـود آمـد    ۲متغيره هرگاه يك نقطةگوشه از تقاطع بيش از  ۲شود که در يك مسأله  يثابت م

اگـر در  به اين معنـي کـه    .متغير است nاين تعريف قابل تعميم به . است  (Degenerate)مسأله تبهگن منحط، تباهيده

0xjيود نـامنف ي ـشـامل ق ( يحـد  ) n+1حداقل(معادلهnمتغير تصميم  بيش از  nبا LPک مساله ي  ـدر )  ≤ ک نقطـه  ي

  .ده استيمساله تبا ه,کنند  يتلاق

  

  مساله تباهيده است: مستقل نباشند Aهاي  و يكي از ستون b اگر

  مثال

3 1 2 2
.

6 1 5 2 3 3
3 1 5 2 4 1.5

MaxZ x X
st

x x x
x x x

= +

+ + =
+ + =  

6 1 5 2 3 1 1
4 2 2 3 4 0

3 1 5 2 1.5 2 0
x x x

n m nonbasic x x
x x x
+ = =⎛ ⎛

− = − = = = ⇒ ⇒⎜ ⎜+ = =⎝ ⎝
   

و هـر   bغير تباهيـده باشـد، اسـتقلال خطـي      XB = B-1 bشرط لازم و كافي براي اينكه جواب پاية 

  .است Bستون از  m-1مجموعه از 

بلكه اگر , ها ضريبي از ستون ديگرباشد ست حتماً يكي از ستونيبراي  وابسته بودن لازم ن

  .استهاي ديگر باشد باز هم وابسته  ها تركيبي از ستون يكي از ستون

� �1
32

1 1 2 2 3 3 1 2
1 1

0 0

ba
C CCC P C P C P P P

C C

÷

+ + = ⇒ + + =  

1 2 3 0P aP bP⇒ + + =  
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دستگاه 
1 0 5 1 2
1 1 7 2 5
2 3 18 2 13

x
x
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Ax=b  لااقل يك جواب تباهيده دارد زيرا لااقل

.كنند در يك رابطه خطي صدق مي Abهاي ماتريس  تايي از ستون3سري  يك
 

1 0 2
1 1 2 1 3 5 0

2 3 13
c c c
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

1 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 5

5 7 2 2
7 8 5 5

2 3 18 13

x x x x
x x x x x

x x x x

+ + + + =⎧
⎪ + + + + =⎨
⎪ + + + =⎩

 

 ـتـا  يـك جـواب پا    ميرا صفر قرار مي دهx5 )و n-m=2 ) x4در دستگاه  بدسـت   يه اي

  ميآور

1 3 1

1 2 3 2

31 2 3

5 2 2
7 5 3

02 3 18 13

x x x
x x x x

xx x x

+ = =⎧
⎪ + + = ⇒ =⎨
⎪ =+ + =⎩

 
رايشود ز يكنفر ممكن است متوجه تباهدگيبدون حل هم   

2 1 0
5 2 1 3 1

13 2 3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇐ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  جواب پايه تباهيده است

  

  )نمونه حالت تباهيدگي از شروع مساله( ۱مثال  

,x x

Max Z x x
x x
x x

≥

= +
+
−

≤
≤

1 2

1 2

1 2

1 2
0

5 2
6
0  

  :  از شروع مسأله  تباهيدگيعلت حالت 
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1 2

1 2 1

1 2 2

5 2
6
0

Z x x
x x s
x x s

− −
+ + =
− + =

  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0
6

10
01

21

b
SS

B پس 
1

1
0

PS
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  .نيستند مستقلb و

  
  .خط از مساله است لذا با تباهيدگي روبرو هستيم۳محل تلاقي  Cنقطه 

 Cنقطه تباهيده بيش از يك جواب پايه اي شدني نمايانگر , همان طور که در جدول زير ديده ميشود

  :است

  

  

  

  

A  C  D  C B  C  اكستريم نقطه 

2 0x =  2 0x =  s =1 0  x =1 0  1 0x =  x =1 0  
متغيرهاي غير 

S پايه =1 0  s =2 0  s =2 0  s =2 0  s =1 0  x =2 0  

S =−2 6  s =1 6  1 3x =  1 6S =  x =2 6  S =1  متغيرهاي پايه  6

x =1 6  1 0x =   2 3x =
2 0x =  2 6s =  s =2 0  

  يشدن غيرشدني

تباهيده

  يشدن

 تباهيده غير

  يشدن

تباهيده

  يشدن

 تباهيده غير
  يشدن

 تباهيده

 ملاحظات
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  مسئله زير  يمطلوبست حل ترسيم ۲مثال 

,

Max Z x x
I x x
II x x

x x

= +
+
+
≥

≤
≤

1

1 2

1 2

1 2

2

3 9
4
2
0

8
4

 

 

  

  جواب مثال يفضا۱۳شكل 

  ستنديمستقل ن A ياز ستون ها يکيو bچونده است يتباهمساله 

  :اند هم منطبق رنقطه گوشه ب سه Aدر نقطه : ازلحاظ هندسي 

  ها تلاقي معادله خط محدوديت اول با محور عرض -۱

  ها تلاقي معادله خط محدوديت دوم با محور عرض -۲

  هاي محدوديت اول و دوم معادله خط ۲تلاقي  -۳

  .شدني تباهيده باشد لزوماً جواب پايه شدني بعدي تباهيده نيست   يا پايه جواب اگر بردارک تکراريدر 

  .) ۱۳شكل(تباهيده باشد بيش از يك جواب پايه شدني نمايانگر آن نقطه است يااگر نقطه 

در مسأله تباهيده ممكن است با وضعيتي مواجه شويم كه در تكرارهاي بعـدي بـر روي همـين نقـاط     

  .دچار مشكلاتي شويم زدن اين دور دور بزنيم و درتباهيده 

  ) cycling(عريف دور زدگيت

تباهيده بعد از چند تكرار به همان  bfsمنظور از دور زدن يا در حلقه افتادن اينست كه با شروع از يك 

bfs برسيم )Z تغييري نكند.(  
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 يکيبدلخواه ,)کتا نباشديسطر لولا  (کتا نباشديخارج شونده  يه اير پايمتغ Simplexتوجه اگر در 

   شود يم) يدگيتباه( ن کار باعث اشکال در جواب بعديشود وا يانتخاب م

  با سيمپلكسمساله بيشينه سازي زير حل مثال مطلوبست 

  

  است تباهيده جدول نهايي

  

  

  

  

  

   S1*=0       x2*=2. ده استيتباه يين جدول نهايجواب حاصل از ا

  .جواب بهينه تباهيده استپس    كه يك متغير پايه است صفر است S1مقدار زيرا 

  :را خارج مي کرديمs2,s1 ياگر به جا

  

  

  

  

  

  

  جدول نهايي

  پايه  S2  S1  X2  X1  Zجواب

18 4.5  0 0  1/5  1  Z 
െ1  െ0  S1  

2 0/5  0  1 0/5  0  X2  

  پايه  S2  S1  X2  X1  Zجواب

۱۸ ۰  ۲۵/۱ ۰  ۷۵/ -۰  1  Z 
۲     ۱    0  X2  

۰     ۰   0  s2  

  پايه  S2  S1  X2  X1  Zجواب

18 ۵/۱  ۵/۱ 0  ۰  1  Z 
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  .شده است دگيرزيعني دچار دو. شد مشاهده نمي تکرارقبل هيچ بهبودي نسبت بهآخر تکراردر

  

  )۱۹۹۴Winston،كتاب  ۱۶۴صفحه  (تمرين

كه ۲و ۱سيمپلكس اگر در انتخاب بين  سطر هاي نشان دهيددر هنگام حل مساله زير با روش 

  .انتخاب شود  دور زدكي رخ مي دهد ۱نسبت يكسان دارندسطر 

Show that if ties in the ratio test are broken by favoring row 1 over row 2, 
cycling occurs when the following L.P is solved by the  Simplex  .                                       

     

2 3 121 2 3 4

. . 2 9 9 01 2 3 4

31 2 02 4
3 3

0 1, 2, 3, 4

Max Z x x x x

s t x x x x

xx
x x

x jj

= + − −

− − + + ≤

+ − − ≤

≥ =  

 

 انواع  تباهيدگي

 
امكان دارد تباهيدگي موقت بوده و در  نوچ . عمليات را متوقف نمود بلكه بايد تكرارها ادامه يابند

  ادامه به يك جواب غير تباهيده برسيم

  باهيدگيتگفته شده در حالت   ينه سازيشيبمثال حل 

۲     െ0  X2  

۰     1 0/5  0  X1  

  آغازينجدول 
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  .يت عدم تباهيدگيم امادر نهايدار يدر جول اول تباهيدگ

 سيمپلكس در حل مسائل تباهيده يعني.) تباهيدگي دائم(شويم  يالبته ممكن هم هست دچار دورزدگ 

  .شود ل اشكلدچار  ممكن است

  تباهيده ل سيمپلكس در حل مسائالگوريتم  بروز اشكال در

Z   بعѧѧѧѧѧديBمتغير ورودي به پايه باشد داريمjxاگر  C ( ) ( )B j j j

 

Xفعلѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧي  Z C x= − −  

jxباشد ،لذا مقدار θ=0فرض كنيد دريك تكرار متغير خروجي دارا ي حداقل نسبت  o=ورودي و

Z  بعѧѧѧѧѧدي   حاصـل   يبهبـود  د از چنـد تكـرار  عاگر ب. و هيچ بهبود ي نخواهيم داشت =Zفعلѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧي

تباهيده بر گـرديم دچـار     bfsبه يك  و اگر بعد از چند تكرار دوباره ميداشته ا موقت يشود تباهيدگ

  .ايمه شد دائم و تباهيدگي يگدور زد

  پايه  S2  S1  X2  X1  Zجواب

۰ ۰  ۰ ۲ -  ۵ -  1  Z 
۶  ۰ ۱  ۱  ۱  0  S1  

۰ ۱  ۰  ۱ - ۱  0  S2  

  جدول نهايي

  پايه  S2  S1  X2  X1  Z جواب

۲۱ ۵/۱  ۵/۳ 0  ۰  1  Z 
۳  ۵/۱-۵/۱  ۱  ۰  0  X2  

۳ ۵/۱  ۵/۱  ۰ ۱  0  X1  
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ه است كه با تعديل سسـيمپلكس  ارائه شد  ۱۹۷۷در ١بلندو  ۱۹۶۳در وسط دانتزيگتروشهايي ازجمله 

ديگـر  از جملـه روشـهاي   . پايه اي تكرار نمي شود جواب ور زدن جلوگيري مي شود يعني هيچ داز 

  باهيدگي ت مقابله با

كتـاب  در  exicotaphicروش و )۱۹۵۳(روش دانتزيـگ،اوردن وولـف  ، ٢)charnes(روش چارنز 

Bazaara است.  

  

  )unbounded feasible space(جواب نامحدود يفضا - ۲حالت

نه محدود باشد و يجواب به يادارايباشد ممکن است مسئله  يکران ميجواب ب ين حالت که فضايدرا

  .جواب نامحدود يرادا اي

نـه  ينامحـدود امـا مسـئله جـواب به    ) شـدني  (جواب  يدهد که درآن فضا يرانشان م يلتارحيز مثال

  دارد                                          محدود

  

  :مثال براي فضاي جواب نامحدود اما جواب محدود

1 2

1 2

1

1 2

6 2
. .

2
4

, 0

Max Z X X
s t
X X
X
X X

= −

− ≤
≤

≥

  

  

                                     
1 Bland 

  Hadley دكتر   Linear Programmingكتاب  ١٧٥در ص  2
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  ١فضا نامحدوود جواب بهينه محدود ۱۴شكل 

  

 
 
  

  

  

  

  

                                     
  باتشكر از آقاي مهندس صادق كاظمي بخاطر رسم شكل   1

  )شكل فوق( Maxجدول آغازين يك مسأله 

RHSS2  S1  X2  X1  Z    

0  0  0 +2  -6  1  Z 
2  0  1  -1  1  0  ←S1  
4  1  0  0  1  0  S2  
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   ينه سازيشيبن مسئله يدرجدول آغاز جواب نامحدود يفضا صيعلامت تشخ

jx 0ijyيک متغير غير پايه  براي اگرشود  يت ميثا  يفضـا باشـد    Zj – Cj< ۰و بيضـرا تمـام  ≥

  .مينه محدود داشته باشيباشد اما ممکن است جواب به يکران ميب جواب

  .نامحدود دارد  بهينه مسئله هم جوابکران و يجواب ب يدهد که فضا يرانشان م يحالت زير مورد

1 2

1 2

1

1 2

Max Z=6X +2X
. .
) 2
) 4
, 0

s t
I X X
II X
X X

− ≤
≤
≥

  

  تكرار اول 

RHSS2  S1  X2  X1  Z   

۱۲  0  6  -4  0  1  Z 
2  0  1  -1  1  0  X1  

۲  1  -1  ۱  0  0  ←S2  

  تكرار دوم 

RHSS2  S1  X2  X1  Z    

۲۰  ۵  ۱  0  0  1  Z1 
۴  ۱  ۰  0  1  0  X1  

۲  1  -1  1  0  0  X2  
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   ١فضا نامحدوود جواب بهينه نامحدود ۱۵شكل                                                

  :قابل حصول استريه زيقضاز  نا محدود يجواب و فضا صيعلامت تشخ

  هيقض

0jکيازتکرارهاحداقل  يکياگر در: ينه سازيدر مسئله کم  jz c−  تمـام ( وجـود داشـته باشـد و    <

0ijyضرايب  ∞ :داردننه محدود يبه کران و مسئله جوابيجواب ب يفضا,) ر يبه آن متغ مربوط  ≥

= *Z  

                                     
  )Grapherبا نرم افزار (باتشكر از آقاي مهندس صادق كاظمي بخاطر رسم  مجددشكل  1
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 ـاز تکرارها حـداقل   يکياگردر يبيشينه سازدر مسئله  0jک ي jz c− و تمـام وجـود داشـته باشـد     >

0ijy  نه يمسئله جواب به جواب بيکران و يفضاصفر باشد يکوچکتر يا مساو ريمربوط به آن متغ  ≥

=∞  نامحدود دارد *Z  

  )فوق شكل( جواب نامحدود  –براي فضاي نا محدود  ۱مثال

  

 

  

Max Z x x

x x

x x j

= +

− ≤

≤ ≥

6 21 2
21 2

4 01
 

  

  

  

  

  

  

1  د چـون يتوجه کنجديد بتواند وارد پايه شود  jxاگر يک: توضيح 1
0 ( )B j jX B P B P x− −= در  . −

1مسئله اگر 0j jy B P−= 0jxش يبا افزا BXباشد     ≥  ـچ يش گذاشـته و ه ـ يروبـه افـزا   ≤ ک از ي

Bشود و  ينامحدود م XBبلکه  ه خارج شوديتا از پا شود يصفر نم XBعناصر BZ C X= =∞  

  

  

  :۲مثال 

Min Z x x

x x

x x x j

= − +

− + ≤

− ≤ ≥+

31 2
21 2
6 01 22

 

0jک ين يچون در جدول آغاز jz c− اسـت فضـاي جـواب    زير آن متغيرمنفي  ijyاست و تمام  <

  .نامحدود است

  

S2  S1  X2 X1  Z    

0  0  -2  -6  1  Z  

0  1  -1  2  0  S1  
1  -  0  1  0 S2  

RHSS2  S1  X2  X1  Z    
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  جواب نامحدود مثال براي حالت 

     

36 30 3 41 2 3 4
. 51 2 3

6 5 101 2 4
01 4

Max Z x x x x

s t x x x

x x x

x x

= + − −

+ − ≤

+ − ≤

→ ≥   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

0  0  0  -3  1  1  Z 
2  0  1  +1  -1  0  S1  
6  1 0  2  -1  0  S2  

ratioRHSS2 S1  X4  X3  X2 X1  Z    

 0  0  0  4  3  -30  -36  1  Z 

5  0  1 0  -1  0  S1  

10  1 0  -1  0  5 6  0  S2  

RHSS2  S1  X4  X3  X2  X1  Z    

                Z 
                S1  

                X1  
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منفـي و   Zj-Cjيك  )ها اعم از جدول آغازين يا ديگر جدول(هر تكرار گفتيم در واست  Maxمسأله 

yj≤0 جواب محدود نداريم) باشد مربوطه.  

 – Zjوجود دارد كـه   يمتغير استفوق  Maxمسأله   ياز تکرارها ييک كه مربوط به زير در جدول

Cj بردار  ه عناصريکل و آن منفي استjy پس جواب بهينه نامحدود اسـت  . است مثبتر يغآن نيز.  
Z* = ∞   

  

  

  

  

  

  

  

  ياضيح ريتشر

تـوان تعيـين كـرد،     شود ولي متغير خروجي را نمي پايهتواند وارد ميدر تکرار فوق  X3توجه كنيد كه 

BXجواب  بردار مقدار X
X

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 4
1

اش غير  yj که X3 يبر طبق فرمول زير با انتخاب مقدار دلخواه برا 

 : بهبود مي يابد .Z است و افزايش قابل مثبت است 

    
�

y
X

XB B P x
X

B P−−
= = −

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1
3

3

3
14   مقدار جديد 01

( yjاگر   Z. شود نامحدود مي XBتوانيم انتخاب كنيم  را هر قدر بخواهيم مي xj    ,)تمام عناصر   ≥0

  .گردد يم  هم نامحدود

:      و داريم j = 3در اين مسأله 
X X

X
X X

+−
= − =

− +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

20 620 64 335 1 51 3
  

 , X1=105 بگيريم و ساير متغيرهاي غير پايه را در صفر ثابت نگه داريـم   ۱۰۰را برابر  X3اگر 

X4=620 از آنجا که پس  X1=105  ,  X2=0    X3=100    X4=620     

     Z = 36 (105) + (30) (0)- 3 (100) - (4) (620) =1000   
  

  .بهتر از مقدار قبلي است Zمقداركند و  هاي مسأله صدق مي اين جواب در محدوديت

هايي  بگيريد جواب ۱۰۰ازبيشترباز هم را  X3بهتر وجود دارد؟  بله  Zهاي ديگري با مقدار  آيا جواب

  .شود بيشتر مي Zكند و  هاي مسأله صدق مي آيد كه در محدوديت جديد به دست مي

RHS S2  S1 X4  X3  X2  X1  Z    

100  4  12  0  -9  2  0  1  Z 
1

0
20
5

B P−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  
-1  6  1  -6  0  X4  

0 1  0  -1  1  1  0  X1  
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  هاي بهينه چندگانه  حالت جواب - ۳حالت

مقدار بهينه تابع هدف منحصر به فرد است لكن مجموعه متغيرهـايي  اين حالتي است كه در آن گرچه 

جهـت  ک مورد استفاده يک تکنيح است يلازم به توض .تانجامد منحصر بفرد نيس كه به اين جواب مي

  .باشد يم ١يآرمان يزيبرنامه ر ,چندگانه ين جوابهاياز بانتخاب 

دهد كه تابع هدف موازي محدوديتي باشد كه به ازاي جواب بهينه به صورت  اين حالت وقتي رخ مي

  . آيد تساوي در مي

  : راه تشخيص اين وضعيت در جدول نهايي

) نه يجدول بهZسطرهرگاه ضريب يك متغير غير پايه در  )j jz c−    صفر باشد نشانة چندگانـه بـودن

ريزي خطي است، زيرا هرگاه آن را به عنوان متغير ورودي انتخاب كنيم  جواب بهينه يك مسأله برنامه

)            اندازه بهتابع هدف، ) 0j jz cθ− − = و نـه   يابـد   يم كاهشنه بهبود خواهد يافت يعني    

  .افزايش

  مثال 

    

4 141 2
2 7 211 2
7 2 211 2

, 01 2

Max Z x x

Subject to I x x

II x x

x x

= +

+ ≤

+ ≤

≥
 

 

 

 

                                     
1 Goal programming 

    S2  S1  X2  X1  Zجواب  

 Z  1  4-  14-  0  0  0نسبت
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  اول محدويت تابع هدف موازي با فوق مثال يبرا جواب ناحيهOABC- ۱۶شكل

  

  

  

  

  

  

  

  

  

*جواب بهينه   است يجدول نهاي *x x= =1 20 3  

21  0  1  7     ۲    0  S1  

21  1  0 2  7  0  S2  

  S2  S1  X2  X1  Z Basisجواب 

42  0  2  0  0  1  Z 
3  0  1  0  X2  

15  1  0  0  S2  
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* 01
* 32

* 152

x

A x

s

=

=

=

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

⇒
 

  

ايـن وضـعيت حـاكي از آن    . در جدول نهايي صفر است X1اي  ضريب متغير غير پايه Zj-Cjاما چون 

  .كنيم مي S2 جايگزينرا  X1. است كه اين جواب بهينه منحصر به فرد نيست

  

  

     

 
     

  

  

 

   

7*
1 3

7*
2 3

x
B

x

=
⇒

=

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩  

Z* = 42 است تغيير ننموده/  

  دسته جواب چند گانه با داشتن چند جواب بهينه

 هر.ريزي خطي باشند يك مسأله برنامهبه تنهايي جواب بهينه  Xk … X1بردار  kشود هرگاه  ثابت مي

   k = 2در اين مسأله . نيز جواب بهينه خواهد بود  Xk … X1يب محدب  از کتر

محدب از نقاط  بيهر ترکبراي مسأله  فوق دسته جواب حاصل از

7
03 ,

7 3
3

AB   نيز جواب  خواهـد

): بود ) '  1  0 1A AX Xλ λ λ+ − ≤ ≤
)

كتاب حمدي طه  ۱۷۷ص  
(

  

( ) ( )
( )λ

λ λ
λ

−

= + − =
+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

7 7
10 3 313 7 7 2

3 3

  
  دسته جواب

 S2  S1  X2  X1  Z    

42  0  2  0  0  1  Z 

െ۱  0  0 X2  

۰  1  0  X1  
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( )*

*

X

X

λ

λ

= −

= −

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

7
1

3
7

3

1

2

≥λ 1    0كه  در آن    را  Z* = 42    جواب اين مسأله است كه همواره مقـدار   ≥

 ∞يا چند جواب پايه ممكن بهينه داشته باشيم تا منجر به تعداد  ۲اما لازم نيست كه . دهد به دست مي

  .بهينه شود  جواب

  ک جواب بهينهيدسته جواب چند گانه با داشتن 

  

مربوط به يك متغير غير پايه  Zj – Cj  در جدول  بهينه راگ) ۱۰۰صHadley, 1962(شود مي ثابت 

صفر بوده و 
0

1, ...,

y ij
i m

≤

=

⎧
⎨
⎩

*و  * * t
X (X ....X )

B B Bm1
آنگاه به غيرهاي پايه در جدول بهينه باشد  تم=

زيـر نيـز يـك     رابطـه   حاصـل از  ر صفرير غيمتغ m+1شامل  يشدن يها جواب γ < ۰هر      ازاي

  .جواب بهينه است

( ) 0
1

0
iB ij i

m

j
i

x y b P b or Pγ γ γ
−

− + = >∑
 

 که در آن

bi  ستونi  ام ماتريسB است B = [b1 …    bm] .  

  جواب ها عبارتند از دسته اين ر صفر ير غيمتغm+1مقادير 

1

*

*

*

1
.
.

all other variables=0

B

Bm

j

X y j

X y mj
X

γ

γ

γ

⎧ − ×
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨ − ×⎪
⎪

=⎪
⎪
⎩

  

  

  :وضيح ت

ر را داشته ـزيکه شرايط  چندگانه است  اين سري جواب جزو جوابدر صورتي مي توان پذيرفت كه 

  باشد
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  .)شدني باشد( محدوديت ها صدق كند تمامدر) ۱

(مقدار تابع هدف بازاي آن همان مقدار قبلي) ۲
*C XB B (باشد .  

چون   .بودن شدني يبررس=-۱

0

1, ...,

yij
i m

≤

=

⎧
⎨
⎩

 
و 

0γ >
  .مثبت است جواب پس تمام مقادير آن 

 ت ها صدق مي کند؟يآيا در محدو

     

( ) ( )

1

*

1 1

*

1 1 1

?
0
.
.

1
.

.
[ ... ] [ ,... ,...]

.
.
.
.
0

...

B N

B

B N m j

Bm

jmj mBmB j

BX NX

X y j

BX NX b b P P

X ymj

x y b x y b p

γ

γ

γ

γ γ γ

+ =

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤− ×
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥+ = +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥− × ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

− + + − +

 

  

( )

1 2

* * *
1 2 1 11

1

1 1

) )( ( ...

( ) 0

...
B B Bm

j

B N

mj mj j

B j j j j j

B j j

BX NX b

x b x b x b y b y b P

B X By P y B p By P

B X B B P P B B b b

γ γ γ

γ γ

γ γ

−

− −

=

= =

+ =

+ − − − +

− + = ⇒

− + = − =

⇒

+ +

  

0Pbوبرابر  پيدا نكرد γاين بستگي به    )شدني مي باشد( پس در محدوديت ها صدق  مي كند.شد =

*ابر مقدار قبلي يعني ريا  مقدار تابع هدف به ازاي جواب جديد بآ -  ۲
BB XC     است؟  

1

*

0
* * *

*

1
.

( )
.

B

B j B B B j j B B j j B B

Bm

X y j

Z C c C X C y c C X z c C X

X ymj

γ

γ γ γ γ

γ

⎡ ⎤− ×
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= + = − + = − − =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− ×⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
 

 مثال 
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1 2

1 2

1 2

1 2

2
. .

4
2 4

, 0

MaxZ x x
S t

x x
x x

x x

= − +

− + ≤
− + ≤

≥

 

  

  :جدول آغازين

RHS
2S  1S  2x  1x  Z    

۰  ۰  ۰  ۲ -  ۱  ۱  Z 

۴  ۱  ۰  ۱  ۱ -  ۰  
1S  

۴  ۰  ۱  ۲  ۱ -  ۰  
2S  

  

0jيک  اين مساله بيشينه سازي چون در جدول آغازين jz c−  يکوچکتر يا مساوijyاست و تمام  <

).فضاي جواب نامحدود است تندسه صفر * *
1 22, 3)A x x= =  

  

  
  

  

  .است جدول نهايي چنين 

  

RHS
2S  1S  2x  1x  Z    

۴  ۱  ۰  ۰  ۰  ۱  Z 

۳  ۱  ۱ -  ۱  ۰  ۰  
2x  

۲  ۱  ۲ -  ۰  ۱  ۰  
1x  
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  مثبت استصفراست وستون زير آن غير  دراين جدول)  1S(ضريب يك متغير غير پايه 

يهاپس كليه جوابهاي شامل متغير  

*
2
*
1
*

1
*
2

3 ( 1)

2 ( 2)

0

x

x

S

S

γ

γ

γ

= − −

= − −

=

=

*نيز بهينه است با  γ≤0براي  4Z =.  

اگر حالت جواب  چندگانه رخ دهد تصميم گيرنده بايد بين جوابهاي مختلف و براساس يك ضـابطه  

 ـتول يبجـا يعنـي   Bرا برگزيند،  تـا نقطـه    Aامکان دارد نقطه شركت  .دهدديگر انتخاب صورت  د ي

 يبرنامـه ريـز   از تكنيـك  همانطور که گفته شـد  .محصول توليد كندنوع محصول فقط يك  هردونوع

  .توان بهره گرفت هاي مختلف بهينه مي براي انتخاب از ميان جواب يآرمان

 ـجـواب تباه  ياگر درجدول نهائ :)Winston ۱۹۹۴(يسيکتاب انگل ۸۹۱صفحه ۲۵برطبق مسئله  ده ي

jباشد و  jz c− ا چندگانه باشدي باشد منحصربفردممکن است جواب  ه صفرباشديرپايرغيک متغي.  

   Nonexisting feasible solutionكن يا شدني مهاي م عدم وجود جواب - ۴حالت

افت ي يچ نقطه ايه يعني. نباشند )موجهيا يشدن(ريزي خطي ميتوانند داراي فضاي جواب مسائل برنامه

وضعيت را  ن يا.است يجواب ته ين حالت فضايمسئله صدق کند در ا يتهاينشود که درتمام محدود

غيرصفر در جـدول بهينـه    يمقدارتوان با حضور يك يا چند متغير مصنوعي با  كس ميپميدر روش س

  .تشخيص داد

كه با اضـافه كـردن ايـن     نستيادال بر  يجدول نهائمثبت در  مقداروجود متغيرهاي پايه مصنوعي با 

هاي تعيين شده بـراي آنهـا نتوانسـته     گردد، جريمه متغيرها كه موجب گسترش فضاي موجه مسأله مي

اصلي برساند لـذا مسـأله جـواب     مساله وجهمنطقه ماست منطقه موجه اضافه شده را مجدداً به اندازه 

يـن اسـت كـه    ا يئانه ـا مقدار مثبت در جـدول  بتغير مصنوعي در پايه عني وجود ممندارد زيرا  يشدن

بـديهي اسـت   . نـدارد  يمسئله جواب شـدن  محدوديت مربوط به آن متغير مصنوعي برقرار نيست پس

  .نمايد نقض نميراغير متمحدوديت متناظر با آن ,وجود متغير مصنوعي با مقدار صفر در پايه 

  ) عدم وجود جواب( ۴براي حالت )  ۱مثال 

  

Min Z =2x +3x1 2

. . )

)

)

A B s t I x x

C D II x x

E F III x x x j

+ ≤

+ ≥

+ = ≥

1 18 0 40 16 1 22 4
36 0 3 360 12 1 2

10 0 10 010 10 1 2
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  :تهي است ) ۱۷شكل(فضاي جواب

  

  
  ۱مثال  ناحيه جواب    ۱۷شكل

  

 نيهاي فوق صدق كند پس اين مسـأله ناحيـه شـد    هيچ نقطه يا نقاطي نيست كه در همگي محدوديت

  .ندارد و لذا جواب ندارد )feasible(           ممكنيا

  .نياز به متغير كمكي داريم بخواهيم از سيمپلکس استفاده کنيماگر  

  

  

  

  مطابق زير بدست خواهد آمد جدول آغازين واقعي

  

  

  

 RHSx x S S R R1 2 1 2 1 2  Z    

36M   Mنسبت M M− − −2 2 4 3 0 0 0  ۱  Z  

۱۶  

۱۲  

۱۰  

    ۴  

  ۳۶  

    ۱۰  
−

1 1 1 0 0 02 4
1 3 0 1 1 0
1 1 0 0 0 1

  

۰  

۰  

۰ 

S1  
R1  
R2 
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RHS  x x S S R R1 2 1 2 1 2  Z   

   M M M− − −1 2 0 0 0 3 4  ۱  Z  

۵/۱  

۶  

۱۰  

−

− − −

1 10 1 0 04 4
2 0 0 1 1 3
1 1 0 0 0 1

  

۰  

۰  

۰ 

S1  
R1  
X2

  

  

سـت پـس جـدول    يندي موجودوبراي انتخاب متغير ور مثبت  zj-cjو هيچ   است يکمينه سازمسأله 

است گفتيم كه هر گاه در جدول نهائي روش  XBبت در مثبا مقدار  R1نهائي است و متغير مصنوعي 

M     بزرگ حداقل يك متغير مصنوعي با مقدار مثبت يافت شود مسأله اصلي جواب ممكـن يـا شـدني

  .ندارد چرا كه امكان ندارد متغير مصنوعي مقدار غيرصفر در مسأله اصلي داشته باشد

  

  

  )۱۰۸ص۱۳۸,مهرگان(براي حالت عدم وجود جواب) ۲مثال

  

. :

all variables nonnegative

Max Z x x MR

s t x x s

x x s

x s R

= + −

+ + =

− + =

− + =

4 31 2
31 2 1

2 31 2 2
41 3

  

  حل
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  حل کنيد يمساله فوق را به روش ترسيم ينتمر

در  ير مصنوعيک متغيم و يندار ينه سازيشين مسئله بيه ايورود به پا يبرا يريچ متغيدر جدول آخر ه

  .ندارد يه است پس مسئله جواب شدنيپا

  كنيم مثلاً متغير غيرمنفي مي ۲ تفاضل آنرا تبديل به دباش LP در مسأله jxآزاد مثلاگر متغير توجه 

` " ' "x x x x xj j j j j= − ≥ ≥0 0  
-    Zj-Cj  قرينه است   در هر تکرار دوآن  

-   ' ''
j j

p , p   قرينه است  در مسئله استاندارد دوآن  

-    ' '',j jy y قرينه است  در هر تکرار آن ها  

-''' ,j jx x هيچگاه  با هم در پايه قرار نمي گيرند: ''' .j jx x× =  

  

'اگر 
jx  ًداشته باشيمدر پايه باشد مثلا  
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RHS.  ''
jx  '

jx  .  پايه  

            

    ۰  ۰    .  

    ۰  ۰    .  

    ۱ -  ۱    '
jx  

    ۰  ۰    .  

    ۰  ۰    .  

  

''
jx ۱ وجودبـا مـي باشـد و    -۱از اعداد زير آن در جـدول   ييکپايه باشد زيرا  رتواند د نمي- ,''

jx 

  .پايه باشد رتواند د نمي

4داشته باشيم مثل  غير مثبت اگر متغيرهايمپلکس يدر روش سدر ضمن شايان ذکر است  5, 0x x ≤ 

  .كنيم متغيرهاي جديد غيرمنفي زير را تعريف مي

X5`=-X5       X`4=-X4 

  

  

  

  

  Revised simplexروش سيمپلكس اصلاح شده 
  

لازم جـوئي در محاسـبات غيـر     ميلكس معمـولي مقـداري صـرفه   يدر اين الگوريتم نسبت به روش س

  .صورت گرفته است

هـا محاسـبه    Zj-Cjاند مـثلاً تمـام    را حذف نموده در اين روش برخي از محاسبات روش سيمپلكس

jشود فقط  نمي jz c− جديـد تمـام بردارهـاي سـتوني در      مقـدار . شود متغيرهاي غيرپايه محاسبه مي

   .گردد تكرار بعدي محاسبه نمي

  )دکتر مهرگان ۴۲۵ص (.مرحله زير است ۳در اين روش هر تكرار شامل  

شـود و در   متغير خروجي تعيين مي ۲گيرد در مرحله  اي تعيين متغير ورودي صورت مي ک بري مرحله

  .شود برگشت مي ۱مرحله  و به  تعيين) جديد  متغيرهاي پايه(جديد و جواب جديد  B-1  ۳مرحله 
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1Bدر اين الگوريتم براي محاسبه  هاي جاروب كردن موسـوم بـه عمليـات     يكي از روش ازتوان  مي−

Iطبق عمليات روي سطرها به  |I B رديفي يعني تبديل ماتريس B   .بهره گرفت 1−

  ينه سازيشيمسئله ب يبرا سيمپلكس اصلاح شده مراحل

  تعيين متغير ورودي : ۱مرحله 

 تمام بيابيد اگر CBB-1N-CNا استفاده از فرمول بهاي متغيرهاي غيرپايه را در هر تكرار  Zj-Cjبردار 

Zj Cj− ايد  بجواب بهينه رسيده 0≤
* -1 * * -1

X =B P , Z =C X C B P
B 0 B B B 0

در غيراينصورت متغيري بعنـوان   =

  .باشد Zj-Cjترين  شود كه داراي منفي ورودي انتخاب مي

  

  تعيين متغير خروجي: ۲مرحله

مسأله استاندارد باشد بردار ضرائب يمحدوديت هاضرائب آن در jpو  jxفرض كنيد متغير ورودي 

jx  در تكرار فعلي برابر است باy
j=B-1Pj  .مقدار متغيرهاي پايه در تكرار فعلي عبارت است از  

 XB=B-1P0   

ضابطه  اب آنگاه
( )B i

iji
ij

XMin y
y

⎧ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪>⎨ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎪ ⎩ ⎭⎩

  .كه متغير خروجي كدام استمشخص کنيد   0

  :۳مرحله

 B-1
new) 

۱-B اي جديد را براساس فرمول پايه يمتغيرها مقداررا محاسبه كنيد و )جديد  

 XB=B-1
new P0  

  . وبه مرحله اول برگرديد بدست آورده

  :مثال

  استاندارد زير را در نظر بگيريد مسأله

  . .

Max Z x x x

S
x x x s x Bs t S
x x x s Z

= + +

+ + + = =

+ + + = =

⎧ ⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟
⎨ ⎝ ⎠
⎪
⎩

4 3 621 3

13 3 3021 3 1
2

2 2 3 40 02 21 3
 

  تكرار اول مرحله اول 

( ), ( , ) , S
i i B B SX s B C X⎡ ⎤
≥ ≥ = = =⎢ ⎥

⎣ ⎦
1
2

1 00 0 000 1  

( )( , )( ) ( ) ( )B NC B N C−= − = − = − − −1 1 0 3 1 3
0 1 2 2 30 0 4 3 6 4 3   اي  متغيرهاي غيرپايه Zj-Cjبردار 6
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xو متعلق به متغير -۶ترين ضريب  چون منفي xاست پس3   است  يورود  3

  ساس اتعيين متغير خروجي بر: ۲مرحله 

  

0P

min ,i

B

B

B B i
ij

ij i

S
X B B

S

X y B P

X Xy Min
y y

− −

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = = = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎛ ⎞> = = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎩ ⎭

1 1 1

2

1
3 3

3

1 0
0 1

1 0 30 30 1 0 3 3
0 1 40 40 0 1 3 3

30 40 300 3 3 3

  

30
  .خروجي است S1است پس  S1متناظر با  3

  )براي تكرار دوم( جديد XB , B-1محاسبه  -۳مرحله 

( )3 1 1
3 2 0

2

?
t

ewB new

x
X x S Bn P B

S
− −⎛ ⎞

= = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

B-1  جاروب کردن به کمک را د يجد 
|
|newB I ⎛ ⎞=⎜ ⎟

⎝ ⎠
3 0 1 0
3 1 0   آوريم  بدست مي 1

|
|I B −

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
1 1

1
3

1 0 0
0 1  

3

2

1
30 103
40 10

0
1 1B

x
X

S

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
−  

مقداربهبود در تابع هدف در تکرار دوم  = ( )30 6 60
3

− × − =  

) متغيرهاي غيرپايه  )1 2 1
t

NX x x s= =0 
    
 

  )(entering ير ورودين متغييک تعيمرحله  -تکرار دوم

  تست ازرعبا  XN) (هير پايغ ير هايمربوط به متغ يهاZj-Cj بردار

( ) ( )

x x s

C B N CB N

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎜ ⎟− = − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠−⎝ ⎠

1 2 1

1 3 1 101 6 0 4 3 03 2 2 01 1
  

)غيرپايهمتغيرهاي  Zj-Cjبردار )=۲     - ۱     ۲( )1 2 1,x x s   
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x   .متغير ورودي است2⇐

minتعيين متغير خروجي براساس  ۲مرحله  Bi
i

i

y y
y

⎧ ⎫
>⎨ ⎬

⎩ ⎭
2

2
0  

( )
( )

B

-1
y =B P2 2

X X

S
= =

= =

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 1

3 3

103
102

10
2

1 1 1

  

,Min

⎧ ⎫
⎪ ⎪

=⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

10 10 10
1 1 1
3

  .خروجي است S2پس     است S2متناظر     

B-1جديد و XB:              ۳مرحله 
new  جديد براي تكرار سوم  

( )

( )
( ) ( )( )

t
B

new new B

t
N

j j

X X X

X
B B X B P

X

X x s s
Z z cθ

− −

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⇒ = = = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠−⎝ ⎠ ⎝ ⎠
=

Α = − − = − − =

1

3 2

3 1
0

2

1 1 2

2 1 203 1 3 3 33 2 1 1 10

10 1 10

 

 10=مقداربهبود در تابع هدف در تکرارسوم

 
  تکرار سوم

( )( ) ( )B NC B N C−
⎛ ⎞− ⎛ ⎞⎜ ⎟− = − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠−⎝ ⎠

1
2 1 3 1 06 3 4 0 0 1 1 13 3 2 0 11 1

  ها  غيرپايه Zj-Cjبردار =  

  م يده ايرس ياند به جواب نهائ يرمنفيها غغير پايه  مربوط به  Zj-Cjچون  تمام 

 * ( )B BZ C X
⎛ ⎞
⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

20
6 3 703

10
 

428-425دکتر مهرگان اخذ شده بود حاتمثال از صف  

  .ممكن است خط يا نقطه باشد ستين ناحيه جواب لزوماً سطح  در مورد دروس قبل :ک تذکري
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 ـد ۱۸جواب آن کـه در شـکل    ير داده شده فضايدر ز lpک مسئله ي: ۱مثال شـود  يده مي

ت است در هر يمحدود ۲ر و يمتغ۳است مسئله استاندارد آن شامل  E1E2شامل پاره خط 

  .د صفر شودير بايمتغ ۳-۲=۱نقطه گوشه

  مشخصات نقاط گوشه

. .

,

)
: :

)

Z x x

s t

x x

x all x S

x x x x
E E

x xx

S

= +

+ ≤

= ≥

+ = = =

= ==

+⎧
⎨
⎩

2 1

2 1 2

2 51 2
3 01

1 2 5 3 31 2 1 1
0 12 22 31

1

 

 

 

 
 

 

 

 

 

  در مساله استاندارد

  n =۳=تعداد متغير

  m =۲=تعدادمحدوديت 

n-m=1    = تعداد متغيرغير پايه  

E1 E2   

۳  ۳  x1  

۱  ۰  x2  

۰  ۲  S1
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  E1 E2پاره خط:1ناحيه جواب مثال     18شكل 

  جواب  بهينه اين مساله   تحقيق كنيد

*اگر بيشينه سازي باشد در  *,x x= =1 23 Z*با 1 =   واقع مي شود و7

*اگر كمينه سازي باشد در ** ,Z xبѧѧѧѧا x= = =1 26 3   واقع مي شود 0

  

  

  

  

  ۲مثال

  :مقابل  LPدر مسئله 

. .
)
)
) .

Z x x
s t

x x
x

x x
all x

= +

+ ≤
=

− =
≥

1 2

1 2

1

1 2

2

1 2 5
2 3
3 2 5 3 0

0

 

:ناحيه جواب نقطه 
.

x
M

x

=

=

31
2 52

  :است    در شکل زير  
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  نقطهيک  :ناحيه جواب ۱۹شكل 

.    مساله جواب .     
x

x
S

=
=
=

1

2

1

3

0
2    مي باشد  که تباهيده  5

  

  

  

  

  

  

   ١الگوريتم روش سيمپلکس  چند

  علاوه بر  Simplexدرمبحث 

1)Revised Simplex  

  كارهايي از قبيل  زير نيز انجام گرفته است  

 

2)Bartels – Golub  Method            Revised Simplex :بهبود نسبت به           
3)sparse Bartels Golub Method 

  صورت گرفته ) Bartels – Golub  )۲( متدبهبود نسبت به 

  

4)The Forrest – Tomlin Method                            متد متفاوت 

5)Reid’s Method 
  ) sparse Bartels (3بهبود نسبت به 

  

  )Interior point strategies for LP(    يبکمک نقاط داخل ينه سازيبه درضمن بحث

  است()YinYuYe  و ياRadin(1997)  ۶در فصل  

  

                                     
1http://www.cise.ufl.edu/~davis/Morgan/ 
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  )Dual ,ثانويه,مزدوج , دازهم, دوگان(مساله دوال

اقتصاد، فيزيك، مهندسي بـرق  ,ريزي خطي برنامه هائي مثل در زمينه Dual مفهوم
1

، رياضـيات مـورد   

  . بحث است

  ريزي خطي در برنامه) هيثانو,مزدوج , داهمز, دوگان(مساله دوال

 ـتعر ثانويـه ,مزدوج , همزاد, دوگان(دوالبنام  يمساله ا خطيريزي هر مساله برنامه  يبرا ف ي

داشـتن   بـا  .اي تنگاتنگي با يكديگر دارند رابطه است و خطيريزي ک مساله برنامه يشود که خود  يم

ت يمحدوتعداد که آلگاه حل مسأله دو .بدست آوردتوان مي بهينه يكي، جواب بهينه ديگري را  جدول

ل مسـأله اوليـه   ح ـباشد تا  تر مي داشته باشد راحت )Primal, (اوليه مساله كمتري نسبت به

بـه   ذيلانمايـد  شود نقش مهمي ايفـاء مـي   همچنين در مبحث تحليل حساسيت كه بعداً مطرح مي دوال

≠Dual (Primal (مسأله فيتعر   . شود پرداخته مي   

  ميريرا در نظر بگ canonicalاگر فرم  :تعريف

    

                                     
 Hadley  226ص ) مدار الكتريكي دوال( يك كاربرد  1
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. .

t
X Y

t t

Max Z CX Min Z b Y
st s t

Dual
A Y C

مѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧزدوج
X Y

AX b

= =

≥

≥ ≥

≤ ⇔

0 0

. . . .

... , ,...,
, , ...., , , , ...,

n m

X j j Y i i
j i

n m

ij j i ji i j
j i

j i

Max Z c x Min Z b y

s t s t
Dual

a x b a y c
مѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧزدوج

i m j n
x j n y i m

= =

= =

= =

≤ ≥

= =
≥ = ≥ =

∑ ∑

⇔∑ ∑

1 1

1 1

1 1 2
0 1 2 3 0 1 2 3

 

  .ها مثبت باشند biستينوشتن دوگان لازم ن يبرا

  در دوال نويسي

سـازي بـا    يـك مسـأله بيشـينه   ⇔و متغيرهاي غيـر منفـي   ) ≤...(هاي  با محدوديت Minيك مسأله 

)هاي  محدوديت   و متغيرهاي غيرمنفي ≥...(

  

*اگر مساله اوليه  بيشينه سازي باشدشود  يتوجه ثابت م *
x X Y YZ Z Z Z≤ = و در هر صورت  .≥

Z*
X=ZY

* 

  

  اوليه=  دوالِ دوال شود كه ثابت مي 

  ريز ينه سازيمطلوبست مزدوج مساله کممثال . 

. .

, ,

Min Z x x Min Z x x

s t s t متغѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧيردوال
x x x x y
x x x x y

x x x x y
x x x x

= + = +

+ ≤ − − ≥ −
+ ≥ → + ≥

+ ≤ − − ≥ −
≥ ≥

1 2 1 2

1 2 1

1 2 2

1 2 1 2 3

1 2 1 2

4 4

3 1 2 4 3 4
4 1 3 2 6 4 3 6

2 3 2 3
0 0

  

    مزدوج مساله
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y 1 2 3

1 2 3

1 2 3

Max Z =-4y +6y -3y

s. t. Dual varaible
-3y +4y - y 4         x
-y +3y -2y 1 x

y ,y ,y 0

≤

≤

≥

1

2

1 2 3

 

   Dualِـيرمتغتعداد = تعداد محدوديت اوليه 

  Dualِ محدوديتتعداد=       اوليه متغيرتعداد 

  

  .شود با توجه به علامت متغير اوليه تعيين مي Dualمحدوديتعلامت 

  .شود تعيين مي هياول ام iاز روي علامت محدوديت  yiعلامت 

yi   0iy علامت باشد   ≥ibبه صورت اوليه ينه سازيشيدر مساله ب باينطريق كه اگر علامت محدوديت     .واهد بودخ ≤

  ها اگر بجاي نامساوي با تساوي مواجه شديم چه كنيم؟ حال در محدوديت

  

{ '

"

.

,

X

x x y
x x y

M ax Z x x
st متغѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧيردوال

x x y

x x

x x

+ ≤
− − ≤−

= +

+ ≤

+ = →

≥

2

2

1 2

1 2 1

1 2

1 2

21
21

6 7 5
6 7 5

4 2

2 2
6 7 5

0

   

' "

. ` "
` "

, ' , "

yMin Z y y y

s t y y y
y y y
y y y

= + −

+ − ≥
+ − ≥

≥

1 2 2

1 2 2

1 2 2

1 2 2

2 5 5
2 6 6 4
7 7 2

0

 

  را بنويسيم؟ بلهDual اصليتوانستيم مستقيماً از  روي مسأله  آيا مي

` ريمتغبا تغيير  "y y y= −2 2   :در مسأله فوق داريم 2

    

yMin Z y y

y y
y y
y y آزاد

= +

+ ≥
+ ≥

≥

1 2

1 2

1 2

1 2

2 5
2 6 4

7 2
0

  

            

متغير مربوطه آزاد در علامت  ,الدومسأله  تساوي داشت دربه صورت پس اگر مسأله اوليه محدوديتي 

داشت علامت محدوديت مربوطه در دوال  علامت آزاد يبالعکس اگر در مسأله اوليه متغير. خواهد بود

  .تساوي خواهد بود

  مطلوبست دوال مسأله زير

     irmgn.ir
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.
Min Zy y y
s t متغѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧيردوال
y y x
y y x
y y x
y y آزاد

= +

+ ≥
− ≥
+ ≥

≥

1 2

1 2 1

1 2 2

1 2 3

1 2

5 2

2 5
2 12

3 4
0

  

.

, ,

xMax Z x x x
s t x x x

x x x
x x x

= + +
+ + ≤
− + =

≥

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 12 4
2 5

2 3 2
0

  

  

  مفيداست LPي نوشتن همزاد يك مساله اگرفته شده است بردکتر مهرگان  ۱۵۹ص زير كه از جدول 

  
  ....)ص١طه يحمد كتاب( يحل مساله اتوبوس

Xi :اند كار خود را شروع نموده۶هايي كه در ساعت  تعداد اتوبوس.  

                                     
دس دربندينبا تشكر از خانم مه 1  

     irmgn.ir
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1 1 24 23 22 21 20 1

.
.
.

Min C [b -(x +x +x +x +x +x )]

x x x x x x b
x x x x x x b
x x x x x x b

+ + + + + ≥
+ + + + + ≥

+ + + + + >

24 23 22 21 20 1 1

1 24 23 22 21 2 2

2 1 24 23 22 3 3

 

  

  
  

  

  :دو مطلب قابل ذکر 

)max ير خطيعبارت غ ينه سازيکم , )x x y− + =1 3   ست باامعادل  2

 

Min z y
y x
y x
y آزاد

=
≥ −
≥ +

1
3 2

  

  )ترانهاده( س ترانسپوزيبکمک ماتر Dualنوشتن 

 ـس به نوشـتن مسـئله ثانو  يک ماتريل کوشش شده است که با استفاده از ترانهاده يدر ذ ه ي

  :ميسير را بنويه مسئله زيم ثانويد بخواهيفرض کن. شده باشد يکمک

     irmgn.ir
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y

y y y
y y y

Min Z y y y

Y

− + − ≤

− + − ≤
= − + −

≥

1 2 3

1 2 3

1 2 2

3 4 4
3 2 1

4 6 3
0

 

  

|
| ||

||
|

,

xy
x

y

y Z x

x x

x x

x x

MaxZ x xx
x x

− − −
− + −
− − →

− − −− −

− − ≤ −

+ ≤

− − ≤ −

= +

≤ ≤

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

3 1 4 113 4 1 4 4 3 6 21 3 2 1 2 1 2 34 6 3 1 3 4 1 1
3 421

4 3 621
2 321
4 21

0 021

  

  .شود تعيين مي علامت متغير يك مسأله از روي علامت محدوديت مسأله ديگر

  تست

  نقطه : 

x
A x

x

=
=
=

1

2

3

0
1
4

چه مختصـاتي   همزادمتناظر نقطه در . مسأله زير است يشدن يك گوشه از فضاي 

  ؟دارد

  

max

, ,

( ( ( (

Z x x x

x x x

x x x

x x x

y y yy
y y yy

= + +

+ + ≤

− + =

≥

= = ==
= = ==

3 4 21 3
4 821 3

4 1521 3
021 3

0 3 011 1 114 3 2 13 1 12 02 2 2

  

  

  .هر نقطه در آن صدق کرد جوابست .نوشترا دوال  نست کهيا ک راهي: ييراهنما

  

     irmgn.ir



  ඟ໊مانੀ७ید باප෉ر  دا௉ه ਣभی دا஺ه  -േॐید بازرگان-਼࡛࣪ق భ ࠫمൎیاتূ 

 

111
  آن  همزاد مسأله  Simplex نه يبه از جدول ا دواليه و ياول مسأله نهيبه تعيين جواب

  )دکترمهرگان ۱۵۱ص و  ۱۰۲H.Tص  ۳-۴بخش ( 

  .ن استييقابل تع يگريم جواب دينه هرمسئله راکه داشته باشيجواب به

جدول بهينه مسأله ثانويـه اسـت وبـالعكس    ر موجود د اطلاعاتشامل تمامي  هيجدول بهينه مسأله اول

  :اطلاعاتن يا براي يافتن

  .را براي حل انتخاب و جدول بهينه آنرا محاسبه كنيد) اوليه، ثانويه(مسأله  ۲يكي از  -۱

  .قرار دارد) ۱جدول بهينه بند(جدول بهينه  اين مسأله Z ردر سط) ثانويه(جواب بهينه مسأله ديگر -۲

 ع مسـأله در جـدول  زير متغيرهاي پايه شرو zسطر در) ثانويه(مقدار متغيرهاي تصميم مسأله ديگر -۳

  .قرار دارند) اوليه(اين مسأله  آغازين واقعي

    درصورتي كه مسأله اوليه بصورت فرم متعارفي - ۴

                                       
. .

0j

Max Z CX
S t
AX b
X

=

≤
≥

  

  .ايد آوردهآنها را بدست  ۳ست كه در بندا يمقدارمتغيرهاي تصميم مسأله ثانويه، همان  مقدارباشد 

ها را از Mبزرگ حل شده باشد  M به روشدرصورتي كه مسأله اوليه بصورت غيرمتعارفي بود و  -۵

  .مراجعه كنيد ۶حذف كنيد و به بند  ۳ده در بندمبدست آ مقاديرِ

مقـدار   ۵ايد مقادير بدست آمده در بنـد  ابع هدف اصلي مسأله را بهينه سازي نمودهتخود  اگر عيناً -۶

  .ه انديثانوبهينه متغيرهاي تصميم 

ضرب نمائيد تـا مقـدار   ) -۱(را در  ۵آمده در بند ايد مقادير بدست سازي نموده چنانچه قرينه آنرا بهينه

  .تصميم ثانويه حاصل شود بهينه متغيرهاي

  

  ه آنيه و ثانويحل مساله اول : مثال

. . . .
:

, ,

X YMax Z x x Min Z y y

s t s t
x x Dual y y

x x y y
x x y y

= + = +

+ ≤ ⇒ + ≥

+ ≤ + ≥
≥ ≥

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

7 10 36 40

3 2 36 3 2 7

2 4 40 2 4 10
0 0
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  هياولجدول آغازين 

  

  

  

  

  

  

  

  هياولمساله جدول بهينه 

  

  

  

  

  

  

  

  ه مستقيماًيجواب اول  هياول ييجدول نها يروزه ايجواب ثانو

*
1 1y =  x*

1=8  

*
2 2y =  *

2 6x =  

* *
y xZ Z= = 116  *

xZ =116  

  

  

  

  

  

  )Min(بصورت اصلي خودش Dual  حل 

  جدول آغازين

RHS S2  S1 x2  x1  Zx  
۰  ۰  ۰ ۱۰ -  ۷ -  ۱  Zx  

۳۶  ۰  ۱ ۲  ۳  ۰  S1  

۴۰  ۱  ۰ ۴  ۲  ۰  S2  

RHS S2  S1 x2  x1  Zx  
*
XZ=۱۱۶  ۲  ۱ ۰  ۰  ۱  Z  

۸  −
1
4

  1
2 ۰  ۱  ۰  x1  

۶  3
8

 −
1
4

  ۱  ۰  ۰  x2  
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   RHS R2 R1 L2  L1  y2  y1 Zy نسبت

  M17 0 0 -M  -M  6M-40  -36+5M  1  Zy  

3.5 ۷  ۰  ۱  ۰  ۱ -  ۲  ۳  ۰  R1  

۲.۵  ۱۰  ۱  ۰ ۱ -  ۰  ۴  ۲  ۰  R2  

  

  تکرار بعد

  RHSR2 نسبت
R
1

L2  L1
 

y2
y1  

Z
y  

 

 2M+100 3
10

2

M
−

 ۰10
2

M
− +-M 0 -16+2M ۱ Zy 

۱ ۲  ۵/۰ -  ۱  ۵/۰  ۱ -  ۰  ۲  ۰  R1  

۵  ۵/۲  ۲۵/۰  ۰۲۵/۰ -  ۰  ۱  ۵/۰  ۰  y2  

  

  Dual جدول بهينه

RHS  R2  R1 L2  L1   y2 y1  
Zy 

۱۱۶  M -۶  8-M ۶ -  ۸ -  ۰ ۰ ۱  Zy  

۱  0.25 -  ۵/۰ 0.25 ۵/۰ -  ۰  ۱  ۰  y1  

۲  3
8

  0.25 -3
8

−  0.25  ۱  ۰  ۰  y2  

  

ه يثانو ييجدول نها يروزه ايجواب اول

  نکهيوا

  نه شدهيفرم اصلي مساله  به

  مستقيماً هيثانو جواب

 M-8ه بهباتوج
*
1 8x = *

1 1y =  

*  M-6 ه بهباتوج
2 6x =  *

2 2y =  
* *

x yZ Z= = 116  *
yZ = 116  

  

  Minبصورت  Primalحل يعني – قرينه تابع هدف با هيحل  اول

1 27 10XMin Z x x− = − −  

  

RHS S2  S1 x2  x1  Zx  
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جواب ثانويه ازروي 

 با اوليه جدول نهايي

  تابع هدفقرينه 

 باتوجه به   ۲- ۶بند 
*
1 ( 1) 1y = − − =  

   ۲- ۶بند باتوجه به
*
2 ( 2) 2y = − − =  

* *
y xZ Z= = 116  

۰  ۰  ۰ ۱۰  ۷  ۱ -  Zx  

۳۶  ۰  ۱ ۲  ۳  ۰  s1  

۴۰  ۱  ۰ ۴  ۲  ۰  s2  

۱۰۰ -  ۵/۲-  ۰  ۰  ۲  ۱ -  Zx 

۱۶  ۵/۰-  ۱  ۰  ۲  ۰  S1  

۱۰  ۲۵/۰  ۰  ۱  ۵/۰  ۰  x2 

۱۱۶ -  ۲ -  ۱ -  ۰  ۰  ۱ -  Zx 

۸  ۲۵/۰ -  ۵/۰  ۰  ۱  ۰  x1 

۶  ۳۷۵/۰  ۲۵/۰ -  ۱  ۰  ۰  x2 

  جواب

 قرينه با اوليه از حل  اوليه

  تابع هدف

     irmgn.ir
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  قرينه تابع هدف باه يثانو ينه سازيشيبحل  

  

,

y

y

Min Z y y MR MR

Max Z y y MR MR

y y L R
y y L R

y y L R

= + + + ≡

− = − − − −

+ − + =
+ − + =

≥ > >

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 1

1 2 2 2

1 2

36 40
36 40

3 2 7
2 4 10

0 0 0

  

  جدول مقدماتي 

  

  

  

RHSR2  R1L2  L1  y2 y1  Zy   

۰  M  M ۰  ۰  ۴۰  ۳۶  ۱ -  Zy  

۷  ۰  ۱ ۰  ۱ -  ۲  ۳  ۰  R1  

۱۰  ۱  ۰ ۱ -  ۰  ۴  ۲  ۰  R2  

  

  

  

  

  

*
1 8x =  

X2
*=6 

*

*

( )x

x

Z

Z

− = −

=

116
116
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  جدول آغازين

  

   RHSR2  R1 L2  L1  y2  y1  Zy نسبت
 M۱۷ -  ۰  ۰ M  M  M۶  -۴۰  M ۵ -۳۶  ۱  Zy  

  ۷  ۰  ۱ ۰  ۱ -  ۲  ۳  ۰  R1  

  ۱۰  ۱  ۰ ۱ -  ۰  ۴  ۲  ۰  R2  

  

  

  قرينه تابع هدف باDual  ينه سازيشيب مساله جدول بهينه

RHS R2 R1 L2  L1   y2  y1  Zy 
۱۱۶ -  M-6 M-8  ۶  ۸  ۰ ۰ -1  Zy  

۱  0.25 -  ۵/۰ 0.25 ۵/۰ -  ۰  ۱  ۰  y1  

۲  3
8

  0.25 -3
8

−  0.25  ۱  ۰  ۰  y2  

  

 يروزه ايجواب اول

  هيثانو ييجدول نها

  تابع هدف قرينهبا

  جواب

حل   زه ايثانو

 قرينهبا  هيثانو

  تابع هدف

 و۵ه به بند جباتو 

  ۲- ۶بند
*
1 ( 8) 8x M= − − =  

*
1 1y =  

 و۵ه به بند باتوج

   ۲- ۶بند
*
2 ( 6) 6x M= − − =  

*
2 2y =  

* *
x yZ Z= = 116  

*

*

( )y

y

Z

Z

− = −

=

116
116
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  Dualتعبير اقتصادي مسأله 

  .نويسيم آنرا مي Dualو  Primalمثال زير را در نظر گرفته و 

 هر واحد محصول يميزان مورد نياز از هر منبع برا

 Chair Table  Desk  Product  منبعتعداد موجود از 
Resource 

48  b.ft  1b.ft 6  b.ft  8  board  ft  Lumber  
20hours 1.5hours 2hours 4 hours Finishing 
8hours 0.5hour 1.5hour 2hours Capenatry 

 $20 $30 $60 Price 

ix=   iاز محصول  يديمقدار تول 

Xi=amount of product i   to be produced 
  
Primal :Max Zx = 60x1+30x2+20x3 

 
s.t    
 

هيثانو ير هايمتغ  

            8x1+6x2+x3≤48       y1 

 
            4x1+2x2+1.5x3≤20 y2
            2x1+1.5x2+0.5x3≤8 y3

  xj≥0   ها

 

 

 
 
                         

 
بع امن ازهر واحد ياقتصاد متيقن ييل به تعيبخرد وما خواهد يا مر بعامنفرض كنيد پيمانكاري تمام 

 .رديگ ير صورت ميف زين مطلب تعاريبا در نظر گرفتن ا ). y1,y2,y3    يعني (است 

1y=    lumber ك واحدي يبرا) ينه پرداختيهز( متيق 
y1 = Price paid for 1 b. ft of lumber  

 2y=   يك ساعت كار پرداخت كاري يبرا) ينه پرداختيهز( مت يق 
y2= price paid for 1 finishing hour 

     irmgn.ir
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  يجارنك ساعت كار ي يبرا)  ينه پرداختيهز( مت يق=  ଷݕ

y3= price paid for 1 Carpentary hour. 
 ـكـه با باشد يم ر از منابع  موجوديتمام مقاد يبرا ينه پرداختيتابع هدف هز  ..نـه شـود  يد كمي

             يعني

Min   Zy=48y1+20y2+8y3 
  وجوددارد؟ yهاi  يرو يت هائيچه محدود

زياد باشند تا  يد به اندازه کافيبا)  yهاi(قيمت ها  ) ليوسازنده وسا(ن منابعيازلحاظ کارخانه دارنده ا

 ـمنابع مورد استفاده در ساخت  بابت يمعادل پولکارخانه منابع را بفروشد  به عبارت ديگر ک واحـد  ي

desk  به فروش شود بيتا او ترغباشد  ۶۰د حداقل يبا.  

desk    = y ک واحديمنابع مورداستفاده در ساخت  يمعادل پول y y+ +1 2 38 4 نطور معادل يهم  2
  ب يبترت يز و صندليك واحدميت خاسمنابع مورد استفاده در  يپول

            ).y y y+ +6 2 1 51 2 .و     3 .y y y+ +1 1 5 0 31 2 پـس بـا   . باشـد   20و  30د حداقل يبا )      3
م يش مربوط به ارزش منبع در دسـترس تصـم  يرهايم که متغيشو ير روبرو ميز بشرح يگريدمسئله 

منابع  ١هيسا يمتهايرا ق) مسئله دوگان(د ين مسئله جديا يرهايکه متغ باشد يم ن روياز ا. رنده استيگ

  )۲۷۶صفحه  winston, 1994(نامند  يم

  

Min   Zy=48y1+20y2+8y3 
s.t                   

.

. .

, ,

y y y

y y y

y y y

y y y

+ + ≥

+ + ≥

+ + ≥

≥

8 4 2 601 2 3
6 2 1 5 301 2 3
1 1 5 0 3 201 2 3

01 2 3

 

  

                                     
1 shadow price ,efficiency price ,incremental value,intrinsic value,internal price,(imputed value قيمت اختصاص داده شده ناخواسته 

     irmgn.ir



  ඟ໊مانੀ७ید باප෉ر  دا௉ه ਣभی دا஺ه  -േॐید بازرگان-਼࡛࣪ق భ ࠫمൎیاتূ 

 

119
  

  Dual , primalروابط و خصوصيات مهم بين 

  :شود که يثابت م

  ثانويه مسأله ثانويه، مسأله اوليه است  -۱رابطه 

  مسأله ۲رابطه بين مقادير تابع هدف  -۲رابطه 

ثانويه كمينه سازي نهيدر هر جدول غير بهZمقدار (
* *

x x y yZ Z Z Z≤ =   )ينه سازيشيبPrimal   در هر جدول غيربهينه مسأله Zمقدار ≥

  .شوديان مير بيه زيقض ين مطلب طيا

  فيضع يتيه دواليقض

  هيت اوليهرمحدود:ديريرادرنظربگ يمتعارف primalک ي

1 1 2 2 1 1... 1,..., ( ... )i i in n i i i in n i ia x a x a x b i m y a x a x b y+ + + ≤ = ⇒ + + ≤      

    m كنيم نامساوي از اين قبيل داريم آنها را با هم جمع مي :⇐  

( )
m n m

i j i i i i y
i j l

W a x y b y Z I
= = =

= ≤ =∑ ∑ ∑
1 1 1

    

   هر محدوديت ثانويه چنين است 

         ... ...,j j m j m ja y a y a y c j n+ + + ≥ =1 1 2 2 1   
  

)             .ضرب مي كنيم xjن رابطه را در يا ... )j i j m j m j jx a y a y c x+ + ≥1  

n كنيم نامساوي از اين قبيل داريم طرفين آنها را با هم جمع مي.  

                         ( )
n m n

ij i j j j x
j i j

W a y x c x Z II
= = =

= ≥ × =∑ ∑ ∑
1 1 1

   

x  مساوي است پس   II,Iطرفين چپ روابط  yZ W Z≤ ≤.  

Minimum   Zy  و ماكزيممZx  برابرW  است پس* *
x yZ Z=  

  شود مطرح مي  Dualهاي مسأله كه تحت عنوان قضيه روابط بين جواب -۳رابطه 
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  ثانويه     اوليه  

A *
BX يجواب بهينه شدن  ↔  يجواب بهينه شدن  

* * *;B y xY C B Z Z−= =1  

B  عـــدم وجـــود جـــواب 

  يشدن
  

  يعدم وجود جواب  شدن

  جواب بيکران 

C جواب بيکران  
  

  يعدم وجود جواب  شدن

  

  

  :داريم )C(اثبات قسمت آخر

 * *
x x y yZ Z Z Z≤ = *پس≥

x y i iZ Z b y≤ = ∑  

*دارد پس  کرانيباوليه جواب 
i i xDual b y Z⇐ ≥ = همـه اجـزاء آن    كـه يك جـواب شـدني    ∑∞

  .است  يشدنفاقد جواب  Dualمقادير محدود باشند ندارد پس 

  Hadley 242ص.شود جداگانه مطرح و اثبات ميلم بصورت بالا  C,B بخش گاه

  

  ) Complementary Slackness رابطه كمكي مازاديا  قضيه كمك مكمل(۴ رابطه 

دو بعبـارت ديگـر درصـورتي    . كنـد  هاي بهينه اوليه و ثانويه را بهم ديگر مربوط مي جواب: اين  قضيه

*بردار *,Y X اگر در قضيه كمك مكمل صدق  و فقطاند كه اگر  اوليه و ثانويه  هاي بهينه جواب هر دو

  .كنند

متغيرهـاي   sm…s1محـدوديت و   mبيشينه سـازي بـا     primalمتغيرهاي يك مسأله  x1…xnاگر 

  .باشند مربوطه يکمک

متغيرهـاي   Ln…L1و  محدوديت nبا ) سازي كمينه(الذكر فوق Dualمسأله متغيرهاي  y1…ymاگر 

  .باشنداضافي 

              ,  x*
1… x*

n 
* *
1 ,..., my y  اگر و فقط اگر   هاي بهينه اند جواب    

* *

* * * * ..., (                 )

* * , ..., (           )j j

x y S y i m nالѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧف i i i i

y x L x j n mب j j

= = =+

= = =+

0 0 1

0 0 1  

  

   :م ينيب يدر آخر اثبات قسمت الف را م
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* * * * * * * * * *
1 1 2 2 .... 0 , 0 0 0m m i i i is y s y s y s y s y+ + + = ≥ ≥ ⇒ =  

                           

  ⇐) از الف جداول بهينهدر 

صفر  وآلد جواب بهينه  امين متغيرslack     ⇐ i)ن    يام i( <۰در مساله اوليه در حالت بهينه   اگر

  .. است

⇐    )متغيرن    يام i (<۰ در جواب بهينه دوال اگر  i ن    يامslack صفر است  جواب بهينه اوليه در

.  

  ⇐در جداول بهينه از ب 

  .صفر است Primalن متغير يام Dual < ۰ ⇐  j ن  متغير كمبوديام j در جواب بهينه اگر

  ..صفر است Dualن متغيرکمبود يام  Primal <۰ ⇐ jمتغير ن يام j در جواب بهينه اگر

  

   كمك مكمل قضيهبيان ديگر  

 mدر اين مسأله . متغير كمكي دارد mمتغير تصميم و  nمحدوديت و  mاوليه در فرم استاندارد مساله 

  متغير m+n: تعداد متغير غيرپايه کلا: nتعداد متغير پايه و:

در ايـن  . متغيـر كمكـي دارد   nتغييـر تصـميم و    mمحدوديت و nدر فرم استاندارد  Dual مساله در

  متغيرn+m: متغير غيرپايه کلا: mتعداد متغيرپايه : nمسأله 

  :له برابرندهاي پايه دو مسأ تعداد جواب

  

  ر صفر يمتغيرغ mو متغير صفر  n-m متغير ها تمامه از ياولمساله  اكستريمدر نقاط 

( )!( )!
!( )! ! !

m nm n
m m n m m n

++
= =

+ −
  =

m n
m
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

ک مساله استاندارد شده يدر  تعداد جواب پايه اوليه=  

  ير کمکيمتغ  mو  ير اصليمتغ  nبا 

  ر صفريمتغيرغnو متغير صفر  m هيثانو  اكستريمدر نقاط 

( )!( )!
!( )! ! !

m nn m
n n m n m n

++
= =

+ −
 

n m
n
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

  Dualتعداد جواب پايه = 

  .گر يتعداد متغيرهاي غيرپايه مسأله د= تعداد متغير پايه يك مسأله   يازطرف

دارد كه بين آن متغيرها  وجود Dualهر جواب پايه در مسأله اوليه يك جواب مكمل در مسأله  يبرا

  .برقرار است slacknessيك رابطه كمکي 

xها باL هيكمكي ثانو(ها(  
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y ها باS كمكي اوليه (ها(  

در صورتيكه مسأله اوليه به فرم استاندارد باشد اين رابطه بصـورت  )   ۲۴۰Hadleyص(شود ثابت مي

* * * * 0j j i ix L y S=   .خواهد بود=

  هين قضيبر طبق ا

*اگر  
jx نه دوال يها بزرگتر از صفر باشد در جدول به,Slack ت يمحدوjام دوال)jL (   حتمـاً صـفر

*:است و بر عکس * 0 1,...,j jx L j n= =  

*اگر 
jy هينه اوليها بزرگتر از صفر باشد در جدول به,slack ت يمحدوiهيام اول  

 )iS (حتماً صفر است و بر عکس: * * 0 1,...,i iy S i m= =  

يك جواب شدني براي ثانويه باشد در صور تي هر  Yيك جواب شدني براي اوليه و  Xاگر  -

  .دو بهينه اند كه درروابط قضيه كمك مكمل صدق  كنند

Complementary  slackness  
Let the primal be represented in standard form and consider the primal and 
dual problems in canonical form..  If both are finite then the optimal 
solution to each problem satisfy thefollowing properties: 

• The product of ith slack variable of the primal and the ith non-slack 
variable of the dual equals zero         …                                   i.e.

* * 0 1,...,n i ix y i m+ = = . 
• The product of jth slack variable of the dual and the jth non-slack 

variable of the primal equals zero                                 i.e.
* * 0 1, 2,...,m j jy x j n+ = = . 

 
  

  لامث

  ...ص  Primal , Dualبراساس جواب مسأله هاي 

  
* * * * * * * *

* * * * * * * *

,

,

x L x L S y S y

x L x L S y S y

= = = = = =

= = = = = =
1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

8 0 0 0 1 0
6 0 0 0 2 0

  

  .كنيم استفاده مي L.Pبراي اينكه قضيه كمك مكمل را بهتر متوجه شويد ازآن در حل يك مسأله 

  

  اوليه  مساله را در نظر بگيريد جواب بهينه ...ص Dualتعبير اقتصادي مسأله مبحث  يادابتمثال 

  
* * * * * *
xZ x x x S S= = = = = =1 2 3 1 3280 2 0 8 24 0  

  .گوئيم مي Dual مساله براي يافتن جواب
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*  چون  *y S= ⇐ = >1 10 24 ــون   0 *چ *L X= ⇐ = ≥1 10 2 ــون    0 ــور چ ــين ط X*و هم = ≥3 8 0  

*L = ⇐3   .بصورت زير خواهد بود Dualپس در حالت بهينه محدوديت اوليه و سوم  0

* * *

* * *&

* * * * * * *

* * *

)

) . . .

) . .

From

y y y
y y y

y y y L y y y

y y y

⎧
⎪ + + =
⎪ ⎧ ⎧+ = =⎪ ⎪⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎨+ + − = + = =⎪ ⎩⎪ ⎩
⎪
⎪ + + =⎩

1 2 3
1 3

2 3 2

1 2 3 2 2 3 3

1 2 3

1 8 4 2 60
4 2 60 10

2 6 2 1 5 30 1 5 0 5 20 10

3 1 5 0 5 20
  

s2چون 
*y*

y*و  0=2 >2 s2پس 0
x*د پـس بايـد   يايبدست م ۵برابر L2*از دستگاه فوق . 0=* =2 کـه   0

  .نطور هم هستيا

*م يدان يتابع هدف البته م يبرا * 280y xZ Z= =  

يك جواب شدني براي ثانويه باشد در صورتي هر  Yيك جواب شدني براي اوليه و  Xاگر  يبطور کل

  .دو بهينه اند كه در قضيه كمك مكمل صدق  كنند

  

  :هيه و ثانويات مهم چهارگانه مسائل اوليخصوص

بوده و با اين فرض بيان شـده   ،که بعدا خواهد امد،خصوصيت زير جهت سنجش حساسيت ۲كاربرد 

  .نوشته شده استاستاندارد زير اوليه از روي شكل  Dualاست كه 

Primal   Dual

. . . . . .
. .. . . . . . .

. . . . . . .

n

t
X y

n

t
n m

m

t
m mn n mn m nn

Max Z CX Min Z b Y

P P

Pa a x a a y C

b
s t s t

b

a a x a a y CP

= =

⎧⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ≥⎨⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎪

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ 1

1

111 1 1 11 1 1 1

1

1

0

    y  j i

tA X b A Y C
x آزاددرعلامѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧت

⎟
⎟
⎟

= ≥

≥0
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  :Iخصوصيت 

بـردار   Simplex   CBB-1داراي جواب بهينه محدود باشد در هر تكرار روش  Primalاگر مسأله  

Zj متغيرهاي جواب آغازين  يهاPrimalمپلکس يمضارب س ـ به آنهادهد  بدست مي را)shadow 

or implicit Costs  ياSimplex multipliers( را از تـابع   هاگويند ، اگر ضريب اين متغير مي

ها كسـر كنـيم ضـريب متغيـر جـواب       Zjهدف مسأله اوليه در فرم استاندارد استخراج كرده و از اين 

  .  آيد در آن تكرار بدست مي.ر يآن متغ Zj-Cjآيد  يعني  آن تكرار بدست مي Zآغازين در سطر 

مقادير بهينه مسأله ديگر را بدست ما يک مسئله مستقي نهائي تكرار بهينه يا يارب اين ضرائب  :يادآوري 

* يدر تکرار نهائ دهد يعني مي
BY C B −= 1.  

BYشود كه  ثابت مي  C B −= در واقـع معـرف   و دهـد   تكرارها جواب مسأله ديگـر را نمـي  ريسادر  1

  .هاي نشدني مسأله ديگرند جواب

* گفته شدهمانطور که قبلا 
BY C B −=   .گردد  تحت عنوان قضيه دوال مطرح و اثبات مي   1

  

   دوال قضيه

داراي جواب بهينه محدود باشد مسـأله ديگـر داراي بـردار    ) Primal ا ي Dual(هر كدام از مسائل 

BCجواب محدود و بهينه  B  ـس پايمـاتر  Bباشد كه درآن  مي 1−  ـاسـت ون  ييجـدول نهـا  ه ي  ـز داري مي

* *
Y xZ Z= . ۲۸۲اثبات ص  Winston.  

)شود كه ثابت كنند بردار  در اثبات سعي مي ... )m BY y y C B −= = 1
دوال صـدق   يمحدوديت ها در 1

tbكنند  كند و نيز اين بردار غيرمنفي بوده و همچنين ثابت مي مي Y ِتـابع هـدف دوال را دارد   حداقل .

  ده شدهيگاه د .پس جواب بهينه است

  ثانويه     اوليه

عـــدم وجـــود جـــواب  

  شدني
  

  عدم وجود جواب  شدني

  جواب بيکران 

  جواب بيکران
  

  عدم وجود جواب  شدني

 
  .شود جداگانه ارائه مينيز به صورت قضيه افزوده شده است وگاه اين دو بصورت لم 

بهينه باشد اينست كـه بـردار    XBشود كه شرط لازم و كافي براي اينكه  جه مييدر حين اثبات قضيه نت

BY C B −=   .صدق كند Dualدر  ييعن Dual ييك جواب شدني باشد برا 1
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*شود كه  توجه كنيد كه براحتي نشان داده مي

BY C B −= 1  Primal يجدول نهائ Zاز ضرائب سطر   

 Cjالـذكر   متغيرهاي پايه اوليه در جدول فـوق  Zj-Cjآيد ،باينصورت كه به ضرايب  بآساني بدست مي

  .است Dualجواب  اآيد كه همان مي ها بدست Zjمتغير ها اضافه شود 
  

  مطالعه شود بازارا   در كتاب   Karush-Kuhn- Tucherكان تاكر  قضيه كاروش

  

   IIخصوصيت 

BYيعني  Simplexدر هر تكرار، با قراردادن مضارب  C B −= هـاي   بجاي متغيرهـا در محـدوديت   1

ي يمتغيرهـا "ها، ضرائب  و بدست آوردن تفاضل بين طرف چپ و راست اين محدوديت Dualمسأله 

شود بالعكس  حاصل مي  Primalآن تكرار  Zسطر  در "باشند مي Dualهاي  كه متناظر با محدوديت

هـاي   جدول دوال از روي محدوديت Zyتوان براي بدست آوردن ضرائب سطر  اين خصوصيت را مي

  .زبكار برديمسأله اوليه ن

BYبعبارت ديگر با قراردادن بردار  C B −= هاي مسأله ثانويه تفاضل بين طرف چپ و  در محدوديت 1

براي متغيرهاي متناظر با محـدوديت    Primalتكرار  هرها در Zj-Cjها مقادير  راست اين محدوديت

 Primalهاي  Cjهمان  Dualهاي  لازم بيادآوري است كه طرف راست محدوديت. شود يم مربوطه

  اند  

1 2 1

1 2 2

2 4 5
3 8 6

0j

x x y
x x y

x

⎧ + ≤
⎪ + ≤⎨
⎪ ≥⎩

هيت اول در ثانويسمت چپ محدود=  1 22 3y y+  

( ) By y C B P z−⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
1

1 2 1 1
2
3  

  :با ذكر مثال II بررسي خصوصيت

 
   ۱مثال
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,

Primal Dual

.
.

.
. . .

. .

, , , ,

x yMax Z x x x Min Z y y y y

s t
y x x x s t
y x x x x y y y
y x x x x y y y y
y x x y y y

x x x y y y y

= + + = + + +

+ + ≤
+ + ≤ + + ≥
+ + ≤ + + + ≥

≤ + + ≥

≥ ≥

1 2 3 1 2 3 4

1 1 2 3

2 1 2 3 1 1 2 3

3 1 2 3 2 1 2 3 4

4 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 4

60 30 20 48 20 8 2

8 6 48
4 2 1 5 20 8 4 2 60
2 1 5 0 5 8 6 2 1 5 30

2 1 5 0 5 20
0 0

  

  

  ) Primal(هين مسأله اوليجدول آغاز

RHSx x x S S S S1 2 3 1 2 3 4  Z    

۰  − − −60 30 20 0 0 0 0  ۱  Z 

۴۸  

۲۰  

۸  

۵  

/
/ /

8 6 1 1 0 0 0
4 2 1 5 0 1 0 0
2 1 5 0 5 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 1

  

۰  

۰  

۰ 

S1
S2
S3  

S4

 
   اوليه تكرار اول

RHS  Z    

۲۴  −0 15 5 0 0 30 0  ۱  Z 

۱۶  

۴  

۴  

۵  

/
/ / /

− −
− −

0 0 1 1 0 4 0
0 1 0 5 0 1 2 0
1 0 75 0 25 0 0 0 5 0
0 1 0 0 0 0 1

  

۰  

۰  

۰ 

S1  
S2 
X1  

S4 

  

  .شود براي تكرار اول چنين مي CBB-1بردار 

( ) ( )( , , , ) , , , , , ,
/

Y y y y y

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2 3 4

1 0 4 0
0 1 2 00 0 60 0 0 0 30 00 0 0 5 0
0 0 0 1  

))=۰   ۰   ۳۰   ۰(ريبا قرار دادن مقاد ), , ,y y y y1 2 3   :Dual مسألهت  يدر محدو 4

x x x S S S S1 2 3 1 2 3 4
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  ملاحظات

RHS  

  چپ طرف

 Dual محدوديت

  CBB-1بازاي   

ر يمتغ

متناظر 

در 

  هياول

x1    درپايه اسـت و بايـد

  .شد اين ضريب صفر مي
۶۰  

z c⇒ − =1 1   تفاضل چپ وراست= ۰ 0

  ( )( )+ + =0 0 30 2 60  x1   

۳۰  

z c⇒ − =2 215 تفاضل چپ وراست  = 15

  ( / )( )+ + + =0 0 1 5 30 0 45  x2  

ت برقرار ين محدوديا

را اگر برقرار بود يز ستين

 ير منفيد تفاضل غيبا

 .شديم

۲۰ 

z c− = −3 3 5 تفاضل چپ وراست=- ۵    
  ( / )( )+ + + =0 0 0 5 30 0 15  x3 

  

جواب شـدني نيسـت   Dualيكند پس برا هاي دوال صدق نمي درضمن اين جواب درتمام محدوديت

jک يه ياول  Maxمنفي است لذا اگر در مسأله  Z3-C3در ضمن توجه كنيد  jz c−  منفـي  در جدول

  .است DUALجدول يك جواب نشدني براي  ان حاصل از CBB-1باشد 

  .نيست feasibleبينيد وقتي جواب اوليه بهينه نيست جواب مسأله ثانويه  مي

  :ييتکرار دوم تکرار نها

1
BY C B −= =(0,10,10,0) 

RHS x x x S S S S1 2 3 1 2 3 4  Z    

۲۸۰  0 5 0 0 10 10 0  ۱  Z  

۲۴  

۸  

۲  

۵  

? ?

− −
− −

0 2 0 1 2 8 0
0 2 1 0 2 4 0
1 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 1

  

۰  

۰  

۰ 

S1 
X3
X1  

S4 

  

  )۰    ۱۰    ۱۰     ۰(1
BY C B   :ميگذار يدوال م يت هايرا در محدود =−

  

  ملاحظات

تفاضل سمت چپ و 

محدوديت  راست

 ثانويه

 
 

RHS 
 

  چپ طرف

بازاي   Dual محدوديت

CBB-1  

متغير 

متناظر در 

  اوليه
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x1  درپايه است و بايد اين

  شد ضريب صفر مي

 

تفاضل چپ  =  ۰

 وراست 
Z C⇒ − =1 1 0 

۶۰  + =40 20 60  
x1 

تفاضل چپ = ۵ 

وراست  

z c⇒ − =2 2 5  

۳۰ + =20 15 35  
x2  

x3  درپايه است و بايد اين

  .شد ضريب صفر مي

 

تفاضل چپ =۰

وراست 

Z C⇒ − =3 3 0 
  

۲۰ + =15 5 20  
x3 

 
  

CBB-1 نرو يشود وازا رمحدوديت اول وسوم دوال بصورت تساوي ارضاء ميد j jz c−  ۳و  ۱براي 

  درپايه اند x3,x1توجه كنيد  .صفر است

  

رجـوع    )ترجمه دکتر بازرگـان (کتاب حمدي طه ترجمه ...ص سوم  پاراگراف مثال به: گر يمثال د    

   شود

  

 يك نتيجه مهم

  :شود مي  م حاصلهيك نتيجه م IIاز خصوصيت 

مبـين    سازي  نهيشيب Primalجدول مسأله  Zبدواً توجه كنيد كه وجود يك ضريب منفي در سطر  

نيست و چون اين ضريب معرف تفاضل طرفين چپ    Optimumاين مطلب است كه جواب فعلي 

شود كه اين ضريب منفي  متناظرش است از روي جهت نامساوي ديده مي Dualو راست محدوديت 

  .ستين feasibleاست يعني اين جواب  Dualمحدوديت  نشدندر ضمن بمعني برآورده 

مسـأله ثانويـه نيسـت و     يبـرا يک جواب شـدني    CB B-1  لذا وقتي جواب مسأله اوليه بهينه نيست

  .برعكس

  :نكته ديگر

همواره صفر است تفاضل ان جدول )Z(در سطر صفر سطر درهر جدول اي  چون ضريب هر متغير پايه

آن متغير بايد صفر باشد يعني محدوديت ثانويـه   هبين طرفين چپ و راست محدوديت ثانويه وابسته ب
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اين نكته گاه بصـورت قضـيه   . بايد بصورت تساوي برآورده شود Primalاي  متناظر با يك متغيرپايه

  گردد  مطرح مي

  :هيقض

BCباشدجواب)هيپا(BXدر  jXاگر B  تين محدوديامjدر است که  يژگين ويا يداراDual يبرا 1−

Dual  کند يصدق م تساوي به صورت..  

1داريم اهjبازاي جميع  ينه سازيشيبدر  تكرار بهينه مسأله اوليه    0B j jY C B Z C−= ⇐ − معرف  ≤

  .است Dual)و در ضمن بهينه( ك جواب شدني ي

BYنــد يعنــي امنفي هــا Zj-Cjمــا در تكرارهــاي غيربهينــه مســأله اوليــه، بعضــي از ا C B −= 1 در   

  .كند ولذا جواب شدني نيست صدق نمي Dualهاي  محدوديت

در جستجوي   شدني  Dualشود در حالي كه مسأله اوليه در جستجوي بهينگي است مسأله  نتيجه مي

  .است بودن

مقدار بهتر از  پايه با طريقه ايكه از جواب. رده استذاگ  اي بنام دوآل سميلكس را پايه طريقهاين نتيجه 

اي كـه   گـردد در نقطـه   ماند تا اينكه بهينه واقعـي مـي   مي بهينه ولي نشدني شروع ميكند و نشدني باقي

  .ي گرددم  شدني جواب

  .نمايد كمك مي IIبه فهم خصوصيت زير  فرم 

  

Primal   Dual

. . . . . .
. .. . . . . . .

. . . . . . .

n

t
X y

n

t
n m

m

t
m mn n mn m nn

Max Z CX Min Z b Y

P P

Pa a x a a y C

b
s t s t

b

a a x a a y CP

b

= =

⎧⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = ≥⎨⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎪

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ 1

1

111 1 1 11 1 1 1

1

1

0

    y  j i

tA X b A Y C
x آزاددرعلامѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧت

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

= ≥

≥0
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BCبا قراردادن  B −1 Y  ي دوال، ها محدوديت سمت چپ در =

.

.
j

n

z

z

z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

  :ها بدست مي آيند 

ام    طرف چپ j عنصر   ( ) ( )t

j B jP C B z−= =1

 z C Bj B
−=   آغازينجدول  هاي متغير هاي پايه1

 B jz C B Pj
−=   يك متغير در هر تكرار 1

B  خاص است  آن تكرارپايه ماتريس.  

   : III خصوصيت 

در بـردار سـتوني حـاوي     B-1اي از ضـرب   مقادير متغيرهاي پايـه  Dual  ا ي Primalدر هر تكرار 

  .براي اوليه -1P0 XB=B: آيد بدست مي )0P(ي اصلي ها عناصر سمت راست محدوديت

  

 Primalدر مثال فوق در تكرار اول براي 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

5
4
4
16

5
8
20
48

1         0         0    0
     0       0.5       0     0

0       2-         1    0
   0        4-        0    1

S4
X1
S2
S1

BX  

  .كه همان مقاديري  است كه جدول تكرار اول نشان مي دهد

  : IVخصوصيت 

آن  B-1هاي واقع در زير هـر متغيـر از ضـرب     ضرائب محدوديت Dualا ي  Primalدر هر تكرار  

بدسـت   ))هـاي مسـأله اسـتاندارد    در محـدوديت  ريمتغ تشكل از ضرائب آنم ((تكرار در بردار ستوني

  :آيد مي

B-1Pj  =بردار ضرائب متغيرjx ت هايددر هر جدول در بخش محدو  

  است؟                                              ياجدول نهائيد آيل کنير را تکميجدول ز  :مثال
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.

,

yMin Z y y

s t y y
y y

y y

= +

+ ≥
+ ≥
≥

1 2

1 2

1 2

1 2

36 40
3 2 7
2 4 10

0

  

RHSy y S S A A1 2 1 2 1 2  Z    

?  ؟ ?−0 0 0 8  ۱  Z 

  ؟

  

? 

? ? ? ? /

? ?

−

−

10 5 4
10 1 31 4 4 8

  

۰  

۰ 

y1 
y2

  

/ //⎛ ⎞ −− ⎛ ⎞⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠−⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

1 1 5 0 50 5 3 14 3 61 3 2 04 84 8

yستون زير 
1 

y2 ستون زير= 
    

0
1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

( )
1

-1 -1
1 s

-0/5-1
S B= سѧѧѧѧѧتون زيѧѧѧѧѧر  P = B = 10

4

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

( )-1 -1
2 2

1
0 4S B:بѧѧѧѧѧѧѧردارزير P = B =

3-1 -
8

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

( )

*

* *

/
B o

Y B B

Y B P

Z C y

−

⎛ ⎞−⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠−⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
= = = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

1

10 5 7 14
1 3 10 2
4 8

136 40 36 80 1162

 

  ( ) *
/

B BC B Y−

⎛ ⎞ −− ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− + ×⎜ ⎟ ⎝ ⎠−⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

1

1 18 100 5 8436 40 31 3 69 40 84 8
  

  :جدول فوقZدرسطر  براي ضرائب متغيرهاي پايه جدول آغازين

1P  : بѧѧѧѧراي 
B j B jC B P C y

j jZ C M
−

− = −
)

1

8  
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2P :  بѧѧѧѧراي  ( )j jZ C M M− = − + = −6 6  

  منابع 1قيمت سايه 

  .نامند ام مي iرا قيمت سايه يا شبه قيمت منبع  ) yi(ام  iمقدار متغير ثانويه متناظر با منبع 

  .با ذكر يك مثال توضيح داده ميشود يوجه نامگذار

n  نوع كالا بايد توليد شود كه از هر يك از منابعm گانه) ib هـدف  . نماينـد  مقداري مصرف مـي  )ها

  .تعيين ميزان توليد اين كالاست تا حداكثر سود عائد گردد

  , ( . ) ,XMax Z CX s t AX B X= ⇒ ≤ ≥0  

jx ميزان توليد از كالاي شمارهj باشد در يك مدت مشخص مي .ib   ميزان موجودي منبعi يبـرا  ام 

  .در هفته iمثلا ميزان ساعت كار موجود از ماشين. يك مدت مشخص است

ija : ميزان لازم از منبعi  براي توليد هر واحد از كالايj است.  

jc : قيمت واحد كالايj  

: , ( . )t t t
yDUAL Min Z B Y S T A Y C= ⇒ ≥

2
  

ijاست پس  jبه ازاي واحد كالاي  )تومان(مثلا مبلغ  jcچون ديمانسيون ia y  بايد همين ديمانسيون را

بايد مبلغ به تومان بـه   iyمانسيون گفته شده است پس ديمانسيون يداراي د  ijaاما چون. داشته باشد

  :باشد iازاي هر واحد منبع 

  [ ] /i j ijy C a⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

  ) =مبلغ به تومان /  jواحد كالاي )  / (i ميزان لازم از منبع / jواحد كالاي ( 

  =مبلغ به تومان / iميزان لازم از منبع  ⇒

  تومان/ iيك واحد منبع = iyديمانسيون 

شود كه بنا به آنچه گفتيم يك قيمت يا يك هزينـه يـا    تعريف مي iyيك متغير ثانويه  iبراي هر منبع 

t(است لذا  iيك ارزش در رابطه با هر واحد از منبع 
yZ B Y= (   كل اين ارزشها در رابطه بـا تمـام

  .منابع موجود است

Jه يثانو امين محدوديت مسأله i j i ja y C≥∑ است اماi j ia y∑   معادل آن ارزش يا هزينه ايسـت

  .باشد گردد، مي حاصل مي jدر توليد قطعه  mتا ۱صرف واحدهاي منابع  كه از

                                     

1
  shadow price ,efficiency price ,incremental value,intrinsic value,internal price,(imputed value قيمت اختصاص داده شده ناخواسته) 

 
  است Bترانهاده  tBمنظور از   2
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گونه ارتباطي با قيمـت واقعـي    نامند والبته هيچ مي iرا قيمت سايه يا شبه قيمت منبع  iyمقادير بهينه 

  .منبع ندارد

  توجه

*(نشانگر منبعقيمت سايه هر ,در تكرار نهايي 
iy (  ميزان بهبود مقدار بهينه تابع هدف آن مسأله به ازاي

فعلـي   XBبه ازاي يك واحد است با فـرض باقيمانـدن    (bi)تش عدد سمت راست آن محدودييافزا

  .سايرپارامترهاماندن  بصورت بهينه وبشرط ثابت
* * *

1 1
* * * * * * *

1 1 1 1

* ... ...

[ ... ( ) ... ] [ ... ... ]
i i m m

i i m m i i m m i

Z b y b y b y

Z b y b a y b y b y b y b y ay

= + + + +

∆ = + + + + + − + + + + =
  

1aبه اندازه  (bi)امi اگر افزايش عدد سمت راست آن محدوديت *باشد = *1 i iZ y y∆ = × =.  

*(قيمت سايه هر منبع نشانگر,در جدول نهايي و به طور کلي 
iy  ( ميزان افزايش يا کاهش مقدار*Z

بـه انـدازه يـك واحـد      (bi)مربوطـه  آن مسأله به ازاي افزايش يا کاهش عدد سمت راست محدوديت

  .بودن آنها يفعلي  وشدن XB  يبشرط ثابت ماندن سايرپارامترها ازجمله  عدم تغييرمتغيرها  ,است

  .ت مورداستفاده  قرار خواهد گرفتيل حساسين مطلب در فصل تحليا  

  

  )با ذكر يك مثال( Dual , primal١كوششي جهت يك تعبير اقتصادي براي مسأله 
  

 و محصول اشتغال داردنوع   nعرضه منابع اوليه به توليد  مؤسسه در يك بازار خاصِفرض كنيد يك 

  .بهينه نمايد با توجه به موارد زير هر محصول خود را مقدارخواهد  مي

Re (min cos ) in tjC venue per unit us means t generated form engaging he jth activity=

 =X j≥0محصول  مقدارj  ام  

ija=صرف شده از منبع  مقدار  i در توليد يك واحد محصولj 

ib= ميزان اوليه  موجودي منبع شمارهi در مؤسسه  

 iرا به بازار بفروشد ويا واحدهاي كمبود از منبع  iمؤسسه اين امكان را دارد كه واحدهاي اضافي منبع 

  را از بازار بخرد

0iy   در بازار  iقيمت خريد يا فروش واحد كمبود يا اضافي از منبع  =≤

I(                            ( )

***

n

j j i i ij j
j

c x y b a x
=

= + −∑ ∑ ∑
1

  سود مؤسسه

                                     
1 Bradley, Hax magnanti, 1977, Applied math Programming , Addison-Wesley. download able (http://web.mit.edu/15.053/www/) 
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)***(( )i i ij jy b a x−∑  سود ناشي از فروش منابع اضافي در هنگاميكه ∑

  نباشد ibبيش از  شودبايد صرف گانه nدر توليد محصولات iمقداري كه از منبع  

)
 

n

i ij j
j

b a x
=

≥∑
1

 (  

يا هزينه ناشي از خريد منابع كمبود وقتيكه
n n

i ij j i ij j
j j

b a x or b a x
= =

< − <∑ ∑
1 1

0.  

مؤسسه تن به حالت 
n

i ij j
j

b a x
=

<∑
1

نداده و حالت  
n

i ij j
j

b a x
=

≥∑
1

  .مدنظر اوست 

دارد ولذا مؤسسه از سود صفر يا ناچيز  بوده و واحدهاي اضافي را خوب بر نمي بازار، بازاري بدخواه

گيـري آن مؤسسـه فرضـي     فروش منابع اضافي هم در چنين بازاري صرفنظر كرده و لذا مسأله تصميم

  .شود چنين مي

( . )
, ,..., ,...,

x j j

ij j i j

Max Z c x

s t
a x b i m x j n

=

≤ = ≥ =

∑

∑ 1 0 1
 

ज़ساଔ  او૟ॻهكه 
  .است  

پردازيم تا ببينيم  به صورت زير به بررسي آن از ديدگاه بازار مي Iحال با نوشتن مجدد عبارت سود در 

  .كند ها چه هدفي را دنبال مي yi بازار براي تنظيم

  II   (                  

n m m

j ij i j i i
j i i

c a y x b y
= = =

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑
1 1   سود مؤسسه  1

m

ij i
t

a y
=
∑

1
بـه بـازار   اگـر منـابع   ( است  jمنابع مصرفي در توليد يك واحد قطعه ) هزينه(قيمت معادل 

  ).شد عرضه مي

j(ها را طوري تنظيم كند كه درآمد ناشي از يك قطعه مثبت باشد yiاگر بازار  ij ic a y− >∑ 0 ( ،

مؤسسه قادر خواهد بود كه هر چه بخواهد منابع خود را از بازار تهيه وسود خود را به طور دلخواه 

  .رود اين بازار زيربار چنين تنظيمي نمي. افزايش دهد

كند كه  بازار قيمت را طوري تنظيم مي
, ,..., , ij i jj n a y c= >∑1 2
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و با اين تصميم كه بازار قيمت مناسب را طوري تنظيم نمايد كه درآمد حاصل از توليد محصـولات از  

j: قيمت فروش آن منابع به بازار كمتر باشد يعني i j ic a y− <∑ مؤسسه ابدا به توليد دست نخواهد 0

  .صفر خواهد شد) II(زد، لذا جمله اول

ها خواهد بود با هدف كمينه كـردن سـود مؤسسـه    yiدر مورد گيري  مسأله اين بازار تنظيم ويا تصميم

  .فروشنده منابع به بازار، زيرا بازار خريدار است وخريدار ميخواهد هرچه كمتر پول بپردازد

, . .
, , ,..., , ,..,

Y i i

ij i j i

Min Z b y
s t

a y c j n y i m

=

≥ = ≥ =

∑

∑ 1 2 0 1
  

  .مسأله قبلي است ) ඣ໑دوج- دوگان - ල෻ঙاد - ৗสوଢ(مسالهكه اين 

: البته همانطور كه قبلا ثابت شده است در حالت بهينه داريم  

 
* * * *

j j i i x yc x b y or Z Z= =∑ ∑   
  يعني 

 (
*

j jc x∑ )=Maximum profit of the firm 
*

i ib y∑ =the market evaluation of its initial endowment of expences 
 

  تفسير رابطه كمك مكمل

  :بازار و مؤسسه طوري عمل ميكند كه

)                              I(در 
* *

( )y b a xi i ij j∑− = 0
  

)                                     II(و در 
* *( )j j ij ix c a y− =∑ 0

  

صفر اسـت يـا    )در اوليه Slacki(كه مصرف نشده iرابطه اول بطور ضمني ميرساند كه يا ميزان منبع 

  .iشبه قيمت منبع

عبارت ديگر چنين بازاري چون تمايل به كاهش سود مؤسسه دارد مايل بـه پرداخـت پـولي بـراي     ه ب

  .البته اگر منبع بطور كامل مصرف شده باشد شبه قيمت آن در بازار صفر نيست. اضافي منابع نيست

   jاز فروش محصولرابطه دوم بطور ضمني اين را ميرساند كه يا سود اضافي ناشي 

)Slackj صفر است و يا سطح توليد محصول ) در ثانويهj.  
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  ١لم فاركاس

گـاه  . اي در جبرخطي وجود كه به لم فاركاس  شهرت دارد و به فرمهاي مختلف بيان مـي شـود   قضيه

  .ازاين لم در اثبات قضيه دوال استفاده مي شود

  :ي قضيه فرمها

  )و هر دو با هم جواب ندارند(جواب دارد دستگاه زير  ۲دقيقاً و تنها يكي از -

  .جواب ندارد و برعکس ۲دستگاهجواب داشته باشد  ۱دستگاه اگر

  

  

  ) )
Y  

t

t
Y

AX b A Y
X Z b Y آزاد

= ⎧ ≥⎧
⎨ ⎨≥ = <⎩ ⎩

01 20 0  

( ) ( )I II
AX b Y A
X Y b

= ≤
≥ >

0
0 0

  

  آنگاهباشد تايي  mبرداريك  bو  n×mيك ماتريس  A  در آن  كه

  .نداردجواب ) II(جواب شدني داشته باشد ) I(اگر ) الف

  .حتما جواب دارد) II(جواب نداشته باشد ) I(اگر ) ب

  .جواب خواهد داشتزيرفقط و فقط يكي از دو سيستم -

)
AX b
X

=⎧
⎨ ≥⎩

1 (              و 0
Y  

t

T

A Y
Z b Y آزاد
⎧ ≥
⎨

= <⎩

02
0

  

برقرار  ۲شرط لازم و كافي براي آنكه اوليه در فرم متعارفي جواب شدني نداشته باشد اينست كه پس 

  . باشد

AXسيستم معادلات ؟؟چک شود - b≤  جواب ندارد  اگر و فقط اگر كه بردارY  وجود داشته باشـد

Y t

t

A Y
b Y

⎧ = ≥⎪
⎨

<⎪⎩

0 0
  ؟؟0

شرط لازم و كافي براي آنكه -
AX b
X

=⎧
⎨ ≥⎩ وجود   Yفاقد جواب باشد اينست كه  بردار يك بردار مثل 0

داشته باشد كه
Y  

t

t

A Y
b Y آزاد
⎧ ≥
⎨

<⎩

0
0

.  

                                     
1 Bazaara,19… page  وكتاب تست راهيان ارشد تليف افشار ونگيني 
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  تايي باشد آنگاه mيك بردار bو  n×mيك ماتريس  A اگر -

  .دقيقاًيكي از دو سيستم زيرجواب خواهد داشت

)
AX b
X

=⎧
⎨ ≥⎩

1 ( و 0
Y  

t

t
Y

A Y
Z b Y آزاد
⎧ ≤
⎨

= >⎩

02
0

  

Tbاگر : توجه Y tAو  0> Y ⇔جواب داشته باشد يا نداشته باشد 0≤ Tb Y >0 , tA Y نيـز بـه    0≥

  D-۵۱با ص  چک شود .جواب دارد يا نداردترِتيب 

Fّarkas Lemma 
One of the following must hold (not both together): Farkas 1902 

a) There exists some vector X ≥ 0  that AX b= . 
b) There exists some vector Y such that Ytb<0 
( ) ( )I II

AX b Y A
X Y b

= ≥
≥ <

0
0 0

 

  تست ازاين لم 

  )به نقل از راهيان ارشد ۸۰صنايع ارشد ( 

بسيار  Farkasريزي خطي معروف است كه توسط آقاي  قضيه زير به قضيه شرط جواب مسئله برنامه

 ميلادي كشف شده است با استفاده از تئوري همزادي ۱۹۰۱ريزي خطي در سال  قبل از پيدايش برنامه
  شكل صحيح قضيه كدام است؟١

X,دستگاه معادلات ) ۱ AX b≤ وجود داشته  Yجواب موجه ندارد اگر وفقط اگر يك بردار 0=

Yb,باشد به طوري كه در  YA≤ ≥0   .صدق كند 0

X,دستگاه نامعادلات ) ۲ AX b≥ وجود  Yجواب موجه ندارد اگر و فقط اگر يك بردار  0≥

,داشته باشد به طوري كه در  ,Y B Y A Y< ≥ ≥0 0   .صدق كند 0

AXدستگاه نامعادلات ) ۳ b≤  جواب موجه ندارد اگر و فقط اگر يك بردارY وجود داشته باشد

YB,به طوري كه در  YA Y< = ≥0 0   .صدق كند 0

  .هر سه جواب داده شده صحيح است - ۴

تغيير شكل يافته فاركاس ۳و۲گزينه . دقيقاً فاركاس است ۱توجه كنيد گزينه . ميباشد  ۴گزينه صحيح 

Yاست با تغيير متغير  Y= −.  

  

                                     
1  Duality theory 
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  Dual Simplex Algorithm لكس ثانويهپروش سيم

  Primalبراي حل مسأله 

  .ن شديتدو ۱۹۵۴در سال Lemkeن بار توسط ياول سيمپلكس ثانويهتم يالگور

  .گيرد ض استفاده از متغيرهاي مصنوعي مورد استفاده قرار ميواين روش در مواردي بع 

  نمايد و نشدني باقي شرائط بهينگي شروع ميداراي  عين حال  نشدني واين طريقه از جوابي 

  .شود بدست آيد مي شدني جوابنقطه اي كه  ماند تا بهينه واقعي درمي  

Dual Simplex  خود مسألهPrimal  متغير خروجي و سپس  متغير ابتدا  را حل مي نمايد و در آن

اگر پس از افزودن متغيرهاي كمكي وبه شكل جدول درآوردن مسأله شرط . شود ورودي تعيين مي
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حداقل شامل يك عنصر منفي باشد آنگاه مسأله با روش  ) RHS(بهينگي برقرار بوده و سمت راست

Dual Simplex قابل حل است.
1

  

  مراحل الگوريتم

  :۱گام 

 منفي باشد RHS در  )BX( هيپا يرهاير متغياز مقاد لااقل يك عنصر اگر در جدول مسأله استاندارد 

zهѧѧѧѧا  بيشينه سازي اگر درمساله و نيز c jتمѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧام j− ≥ zها كمينه سازيدرباشدو يا  0 c jتمѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧام j− ≤ 0  

  .برويد ۲به گام باشد

  .نمايش دهيد i' سطر مربوطه را با . ديكن تعيين  XBترين مقدار  ا تعيين منفيب را متغير خروجي: ۲گام

و انتخاب i'بر اعداد منفي سطرZ متغير ورودي را با تقسيم ضرائب متغيرهاي غيرپايه در سطر : ۳گام 

  .متغيري با داشتن كوچكترين عدد از لحاظ قدرمطلق انتخاب كنيد

min '
'

in Maximization for non-basic z -c >0j j

in Minimization for non-basic z -c <0j j

z cj j
yj i jj y i j

ϕ
−

= <
⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

0

  

  . يكي را به دلخواه بر گزينيد كوچكترين عدد منحصربفرد نباشداگر 

i' اگر  jهاy    .و هيچ يك منفي نباشند مسأله جواب شدني نداردمثبت يا صفر باشد تمѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧام

كس معمولي جـدول جديـد را بـا انجـام عمليـات      مپليعنصر لولا را مشخص كرده و همانند س: ۴گام

  .است لولا منفيتوجه كنيد در اين روش عنصر . سطري و ستوني تشكيل دهيد

د زيـرا  يمتوقف شـو . مثبت شدند) RHS(در جدول جديد  XBاگر تمام مقادير متغيرهاي پايه : ۵گام

  .برگرديد ۲جواب بهينه شدني حاصل شده است در غيراينصورت به گام 

 بعد از حل مساله  RHSتغيير -۲افزودن يك محدوديت جديد  -۱:در تحليل حساسيت: ازكاربرد ها 

  .ساله معمولي در صورت وجود شرايط حل يك م -۳ و

  .حل كنيدسيمليكس ثانويه مثال مسأله زير را با روش 

    

                                     
معمولي قابل  Simplexآنرا بنويسيم با  Dualها به مسأله وجود ندارد اما احتمال دارد وقتي  Siشدني با اضافه نمودن  XBافتاده است كه امكان تشكيل اولين  گاه اتفاق مي: توجه 1

  .حل باشد
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.

, ,

Max Z x x x
s t x x x

x x x
x x x

= − − −
+ − ≥
+ + ≥

≥

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 2 3
2 5

2 4
0

 

  

jشرطعلاوه بر(منفي باشد bدر جدول آغازين بايد  jz c− تا با الگوريتم  ) هاDual  قابل حل

  را منفي كرده و متغير هاي كمبود را به مساله اضافه مي كنيم b.باشد

MaxZ x x x s s
Z x x x s
Z x x x s

+ + + + + =
− − + + = −
− − − + = −

1 2 3 1 2

1 2 3 1

1 2 3 2

5 2 3 0 0 0
0 2 5
0 2 4

  

 
 
 
 
 
 
  

 
  

  

  

RHS x x x S S1 2 3 1 2  Z   

۰ 4 0 4 1 0  ۱  Z 

۵/۲  

۵/۱ -  

/ / /

/ / ( / )
− −

− − −
0 5 1 0 5 0 5 0

1 5 0 1 5 10 5  
۰  

۰ 

x2  

S2 

 
/ / /

= = =

− − −
8 8

2
3 3

4 4 1
1 5 1 5 0 5

  jϕ

  

  

  

RHSx x x S S1 2 3 1 2  Z    

-8 1 0 1 0 2  ۱  Z 

RHSx x x S S1 2 3 1 2  Z    

۰  5 2 3 0 0  ۱  Z 

۵ -  

۴ -  

( )−

− − −

−1 1 1 0
2 1 1 0 1

2
  

۰  

۰  

S1  
S2  

  
− −
5 2
1 2  

  jϕ
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۴  

۳  

2 1 1 0
3 0 3 1  ۰  

۰ 

x2  
S1 

 
jو   XB>0چون جدول نهايي است   jz c− ≥0.  

  

  جواب

  ثانويه   اوليه 

*
1 0x =  *

1 0y =  

*
2 4x =  *

2 2y =  

*
3 0x =    

*
1 3S =    

*
2 0S =    

  

  دوال مساله را بنويسيد ۱تمرين

,

YMin Z y y
y y
y y
y y
y y

= − −
+ + ≤

+ ≤
− + ≤

≥

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

5 4
2 5

2 2
3

0

  

  .را بصورت متعارفي نوشت primalتوان  براي نوشتن دوال مي

  

  :مطلوبست يافتن جواب : ۲تمرين

1 2

1 2 3

1 2 3

1 2 3

. .
4

2 4
, , 0

MinZ x x
s t
x x x

x x x
x x x

= +

+ + ≥
+ − ≥

≥
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  ١ (criss cross simplex) سيمپلكس ضربدري

  

ن غيرمنفـي  اسـت تـا بـا سـيمپلکس      آ  bاين روش براي حل مسائلي كه نه كليه ضرايب ثابت بردار 

حل بـا سـيمپلکس مـزدوج  بـراي شـروع حـل باشندتوسـط         معمولي حل شودو نه داراي  شرايط راه

Zionts(1969)    ا ارائه گرديد.  

اي بايد از متغيرهاي مصنوعي استفاده كـرد كـه احتيـاج بـه      زيرا در حالت كلي براي حل چنين مسئله

به طور كلي اين روش براي حل مسـائلي بـه   . تر خواهد داشت صرف وقت بيشتر و محاسبات طولاني

  .شدني باشند نه بهينه ونه رود كه جدول اوليه  كار مي

  الگوريتم سيمپلكس ضربدري

توان با ضرب  اين كار را مي. مساوي تبديل كرد-ها را به صورت كوچكتر  يد تمام محدوديتابتدا با-۱

  .انجام داد -۱(يک يمنفكردن طرفين در 

توان به سمت بهينگـي رفـت و متغيـر وارد     ابتدا مي. توان حل مسئله را شروع كرد به دو روش مي -۲

  .شونده را انتخاب كرد فت و متغير خارجتوان به سمت شدني بودن ر شونده را انتخاب كرد و يا مي

اگر به سمت بهينگي حركت كنيم و متغير وارد شونده را  انتخاب كنـيم بايـد بـراي انتخـاب خـارج       

را بر ستون لولا تقسيم كنيم بطوريكه اعـداد منفـي را بـر منفـي و     )RHS(شونده اعداد ستون جواب 

شـونده انتخـاب     اكوچكتر شد به عنوان متغير خارجهر كدام  از نسبته. مثبت را بر مثبت تقسيم نماييم

  .شود مي

كنـيم هـر كـدام كـه      شونده را انتخاب مي اگر ابتدا به سمت شدني بودن حركت كنيم ابتدا متغير خارج

  . شود شونده انتخاب مي تر بود به عنوان متغير خارج منفي

تابع هدف ايد متغير وارد شونده بودن  Minيا بودن  Maxوارد شونده با توجه به  متغيربراي انتخاب 

سازي بود بايد اعداد سطر تابع  Maxاگر تابع هدف . رابر طبق ضابطه مرسوم سيمپلکس انتخاب كنيم

j(هدف را تقسيم بر اعداد سطر لولا كنيم j

ij

z c
y
−

با شرايط ) 
ij

j j

y
z c

≤
− ≥

0
0،  

باز هم همان عمل قبل را انجام دهيم با شرط  سازي بود بايد Minاگر تابع هدف  
j j

ij

z c
y
− ≤
≤

0
، در 0

  .كنيم هر دو حالت كوچكترين نسبت به دست آمده را به عنوان وارد شونده انتخاب مي

  .كنيم حال با يك مثال مطالب گفته شده را مرور مي

                                     
  .تهيه نمودند  ٢٤٧ص  )1377(اين قسمت را اقاي فواد جاسمي  دناشجو بر اساس اصغر پور 1
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,

Max Z x x
x x
x x
x x
x x

x x

= −
− ≤
+ ≤
+ ≥
+ ≥
≥

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

3
1
4

3 3
3 5

0

 

مسـاوي تبـديل و سـپس     -بـه كـوچكتر  ) -۱(مسـاوي را بـا ضـرب  در    -هاي بزرگتـر  ابتدا محدوديت

  .كنيم ها و تابع هدف اضافه مي را به محدويت (s)متغيرهاي كمكي 

, , , , ,

Max
Z x x s s s s

x x s
x x s
x x s

x x s
x x s s s s

= − + + + +
− + =
+ + =

− − + = −
− − + = −

≥

1 2 1 2 3 4

1 2 1

1 2 2

1 2 3

1 2 4

1 2 1 2 3 4

3 0 0 0 0
1
4

3 3
3 5

0

  

سـازي   بيشـينه رويم چـون مسـئله    به دلخواه ابتدا به سمت بهينگي مي. دهيم جدول اوليه را تشكيل مي

  .به عنوان وارد شونده انتخاب ميشود x1متغير . شود ترين به عنوان وارد شونده انتخاب مي منفي. است

  

  

  

  

  

  

  

  

  

ها بـر   ها و منفي ها بر مثبت مثبت. كنيم ستون جواب را بر ستون لولا تقسيم مي  براي متغير خارج شونده

بعـد از  . باشـد  شود چون كوچكترين نسـبت را دارا مـي   به عنوان خارج شونده انتخاب مي  s1ها،  منفي

شــونده و وارد شــونده جــدول را بــه صــورت ســيمپلکس معمــولي ادامــه  انتخــاب متغيرهــاي خــارج

  جدول زير بدست مي ايد.ميدهيم

  RHS s4 s3 s2 s1 x2  x1  Z    

    ۰  ۰  ۰  ۰  ۳  ۱-  ۱  Z  

=
1 11  1 ۰ ۰ ۰ ۱ ۱-  )۱ (  ۰ ← s1  

=
4 41  4 ۰ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱ ۰ s2 

 
−

=
−
3 31  -3 ۰ ۱ ۰ ۰ ۳-  ۱-  ۰ s3 

  
−

=
−

5 5
3 3  -5 ۱ ۰ ۰ ۰ ۱-  ۳-  ۰ s4 
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RHS s4 s3 s2 s1 x2  x1  Z    

۱  ۰  ۰  ۰  ۱  ۰  ۰  ۱  x0  

۱  ۰  ۰  ۰  ۱  ۱-  ۱  ۰  x1  

۳  ۰  ۰  ۱  ۱-  ۲  0  ۰  s2  

۲-  ۰  ۱  ۰  ۱  ۴ - 0  ۰  ← s3  

۲-  ۱  ۰  ۰  ۳  ۴-  0  ۰  s4  

. باشد پس بايد به سمت شدني بودن بـرويم  باشد ولي شدني نمي جدول فوق  داراي شرايط بهينگي مي

به عنوان خـارج شـونده در    s3و  s4را به دلخواه بين  s3متغير . ابتدا متغير خارج شونده را انتخاب كنيم

jحال . گيريم نظر مي jz c− ijyرا تقسيم بـر   0≤ بـه عنـوان وارد شـونده انتخـاب      x2. كنـيم  مـي  0≥

   .-۴=عنصر لولا .شود مي

RHS  s4 s3 s2 s1 x2  x1  Z    

۰  ۰  1
2

  ۰  3
2

  ۰  ۰  ۱  Z 
3
2

 ۰  −
1
4

  ۰  3
4

  0  ۱  ۰  x1 
۲  ۰  1

2
  ۱  −

1
2

  0  0  ۰  s2  

1
2

 ۰  −
1
4

  ۰  −
1
4  1  0  ۰  x2  

۰  ۱  ۱-  ۰  ۲  0  0  ۰  s4  

 
  .           باشد جدول فوق بهينه و شدني مي

باشـد کـه    هاي مسئله به صورت تسـاوي مـي   لازم به ذکر است که در بعضي مواقع يكي از محدوديت 

  .ويا از سيمپلكس ضربدري کمک گرفت. بزرگ و يا  دو فاز حل كرد  Mتوان  آنرا  با روش  مي

بايد يكي از متغيرهاي , ها به صورت تساوي باشد در روش سيمپلكس ضربدري اگر يكي از محدوديت

ام در مسئله به  rاگر محدوديت : مسئله منظور گردد آن محدوديت جزء متغيرهاي پايه در اولين  جدول

  .نمود بايد نكات زير را مراعات صورت تساوي باشد براي  انتقال يكي از متغيرهاي آن به پايه 

- br  نماييم ضرب مي -۱بايد غيرمنفي باشد در غيراينصورت، طرفين معادله را در.  

  .ام بايد مثبت باشد r ضريب متغير انتخابي براي ورود به پايه در محدوديت -

حلــي بــراي مســئله وجــود  بــود و كليــه ضــرائب متغيرهــاي معادلــه منفــي باشــد راه <۰brاگــر  -   

  .شده باشد بته ممکن است تا کنون راه حلي يافتال).۱۳۷۷,اصغر پور ۲۴۹ص(ندارد
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بايـد در  ) از طريق حل معادله(بعد از انتخاب متغير انتقالي موردنظر به پايه از محدوديت مقدار آن را  -

ها جايگزين نمود و سـپس بـا ايجـاد معـادلات جديـد در تـابع هـدف و         وديتتابع هدف و ساير محد

  .ها و اضافه كردن متغيرهاي كمكي مسئله را به صورت ضربدري حل كرد محدوديت

  .كنيم حال با حل يك مثال مراحل بالا را مرور مي

Z

, ,

Max x x x
x x
x x x
x x x
x
x x x

= + +
+ ≤
− + ≥
+ + =
≥

≥

1 2 3

1 2

1 2 3

1 2 3

3

1 2 3

3
6

4
8

1
0

 

. يد يكي از متغيرهايش به پايه منتقل گـردد در محدوديتي كه در مسئله به صورت مساوي وجود دارد با

xگيريم و ارزش آن به صورت  را در نظر مي x2به طور مثال  x x= − −2 1 هـا و تـابع    در محدوديت 38

  .شود معادلات جديدي حاصل مي.  كنيم هدف جايگزين مي

                     , ,

Max Z x
x

x x
x
x x x
x x x

= +
− ≤ −
+ ≥ →
≥
+ + =

≥

1

3

1 3

3

2 1 3

1 2 3

2 8
2
6

1
8

0      

  

  

  

, , , , ,

Max Z x s s s
x s

x x s
x s

x x x
x x x s s s

= + + + +
− + = −

− − + = −
− + = −
+ + =

≥

1 1 2 3

3 1

1 3 2

3 3

1 2 3

1 2 3 1 2 3

2 8 0 0 0
2
6
1

8
0
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  .دهيم حال جدول اوليه را تشكيل مي

 RHS x2  s3 s2 s1 x3  x1  Z  
  

  8  ۰  ۰  ۰  ۰  ۰  ۲-  ۱  Z  

2−ق .ق.غ 
0

  -2  ۰  ۰  ۰  ۱  0  ۰  ۰  s1  

  − =
−

6 61       
 -6  ۰  ۰  ۱  ۰  0  ۱-  ۰  s2  

1−ق .ق.غ
0

  -1  ۰  ۱  ۰  ۰  0  ۰  ۰  s3  

   =
8 81    

 8  ۱  ۰  ۰  ۰  ۱  ۱  ۰  X3  

  

توجه كنيم با  كنيم سپس خارج شونده را انتخاب مي را به عنوان وارد شونده به پايه انتخاب مي x1ابتدا 

را به عنوان خـارج شـونده انتخـاب و جـدول را بـه صـورت سـيمپلكس         s2شده  حاصليبه نسبت ها

  .كنيم معمولي حل مي

  

 
 RHS x2  s3 s2 s1 x3  x1  Z  

  

  20  ۰  ۰  ۲-  ۰  ۲  ۰  ۱  Z  

2−ق .ق.غ 
0

  ۲-  ۰  ۰  ۰  ۱  ۱-  ۰  ۰  s1  

ق.ق.غ    
   

 ۶  ۰  ۰  ۱-  ۰  ۱  ۱  ۰  x1  

1−ق .ق.غ
0

  ۱-  ۰  ۱  ۰  ۰  ۱-  ۰  ۰  s3  

   =2 21       

      
 

۲  
1  ۰  ۱ ۰  ۰  ۰  ۰  x2  

  

  

از پايه  x2بر اساس نسبت هاي بدست آمده . كنيم را به عنوان وارد شونده انتخاب مي s2در جدول بالا 

  ب ه صورت زير در مي آوريم يعاد يات سطريجدول را با عملحال . گردد خارج مي
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  RHS  x2  s3 s2 s1 x3  x1  Z  
  

  24  2  ۰  ۰  ۰  ۲  ۰  ۱  Z  

  ۲-  ۰  ۰  ۰  ۱  ۱-  ۰  ۰  s1  

     ۸
 

 ۱  ۰  ۰  ۰  ۱  ۱  ۰  x1  

  ۱-  ۰  ۱  ۰  ۰  ۱-  ۰  ۰  s3  

  ۲
 

 ۱  ۰  ۱  ۰  ۰  ۰  ۰  s2  

    
        ۲      

z cj j
yij

− ≥

≤

0
0

 
  

jكنيم و براي ورودي بايدنسبتهاي   به عنوان خارج شونده انتخاب مي s1حال  j

ij

z c
y
− ≥

≤

0
را محاسبه   0

ن يشده جدول بعـد چن ـ ) -۱(عنصر لولا .توان به عنوان وارد شونده در نظر گرفت را مي X3تنها . كنيم

 :است

  

RHS x2  s3 s2 s1 x3  x1  Z    

۲۰ ۲  ۰  ۰  ۲  ۰  ۰  ۱  Z  

۲ ۰  ۰  ۰  ۱-  ۱  ۰  ۰  x3  

   ۶
 

 ۱  ۰  ۰  ۱  ۰  ۱  ۰  x1  

۱ ۰  ۱  ۰  ۱-  ۰  ۰  ۰  s3  

۲
 

 ۱  ۰  ۱  ۰  ۰  ۰  ۰  s2  

  

  باشد مي بودنرا دارا شدني شرط و هم يگبهينشرط جدول فوق هم 

.

 
*

x x
s s

Z

⎧ ∗ = ∗ =
⎪ ∗ = ∗ =⎨
⎪ =⎩

3 1

3 2

2 6
1 2

20
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  .شود تر مي دين ترتيب با حل مسائل به روش سيمپلكس ضربدري محاسبات كوتاهب

  

  

   )(P-D Primal- Dualالگوريتم 

متعددند و روش و کارايي تا حدي متفاوت دارند ولي در نـام   Primal- Dualهاي الگوريتم

  بعد کتاب به ۲۰۷توضيح داده شده در اينجا از صفحات  P-Dالگوريتم   .همگي مشترکند

) Ignizio(19821
اسـت   Dualو زيرالگوريتم  Primalشود و شامل تعدادي زيرالگوريتم ذکر مي

شود در اين الگوريتم از يک جواب نشدني غيربهينه براي مسـئله  که بسته به شرايط تکرار انتخاب مي

max - ( )iB j jx <0 Max z بѧѧѧѧѧѧѧراي -c نيازي بـه  وشـود شروع و به جواب شدني بهينه ختم مي -0>

متغير مصنوعي نداشته و عموماً با تعداد تکرار کمتري نسبت به حالت  متغير  مصنوعي مسأله را حـل  

  .نمايدمي

  ينه سازيمساله بيش يبرا P-D هاي الگوريتمگام

"ها به شکل تمام محدوديت: فرم مسأله - ۱گام  نوشته  Maxدرآيند و تابع هدف به صورت  ≥"

"  در صورت داشتن علامت   .شود "≥ "يک ضرب کنيد تا به  يت را در منفيمحدو   ل شود يتب ≥"

  .شود يمنفRHSولو اينکه 

توجه کنيد جواب پايـه  . ها متغير کمبود اضافه و جدول آغازين را تشکيل دهيدبه محدوديت -۲گام  

  .باشدآغازين همواره شامل متغيرهاي کمبود مي

  سيمپکس اوليه و سيمپکس ثانويه مطابق زير محاسبه شود  ) Value Impact )IVبه  مقدار موسوم  -۳گام 

اگر يک عنصر لولاي سيمليکس اوليه وجود داشته باشد يعني  - فال

( )' '0 , 0 0
ii j B j jy X zيѧѧѧѧѧѧك c< ≤ −  impactمشخص نموده و  jو  iسطر و ستون مربوطه را باَ ≥

value را مطابق زير محاسبه کنيد.  

'( )( )
. . j j B i

i j

z c x
I V

y ′

−
=  

                                     
   دكتر اصغر پور نيز تشريح شده ۲۳۳در ص   Primal dual  simplexيك روش   1
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اگر يک عنصر لولاي سيميلکس ثانويه وجود داشته باشد يعني يک  - ب

( )' '0 , 0 0i j Bi j jy x zيѧѧѧك  c> ≤ − ≥  

IV را براي اين عنصر هم مطابق فرمول فوق محاسبه کنيد.  

-را بخود اختصاص مي IVاز عناصر ذکر شده در الف و ب عنصري را برگزينيد که بزرگترين -۴گام 

  .دهد

يافـت نشـود،    Dual]و چـه در سـيمپلکس    Primalچـه در سـيمپلكس  [اگر هيچ عنصري لولايي 

  .برويد۳الگوريتم را متوقف کنيد در غيراينصورت به گام 

  توجه کنيد که 

jترين اگر يک عنصر لولاي خاص براي منفي ۳در گام  jz c−  ) ۰جهت محاسبهI.V سيمپلكس اوليه (

ترين يا براي منفي
,B iX ) ۰جهت محاسبهI.V  تـرين   منفـي . وجـود نداشـته باشـد   ) سيمپلكس ثانويـه

j jz c−  ترينيا منفي) براي سيمپلكس اوليه(بعدي راX Bi
مورد بررسي ) براي سيمپلكس ثانويه(را  

از اوليـه يـا   اعـم  ( دهيم تا اينکه مشخص شود که يک عنصـر لـولا   اين کار را ادامه مي. دهيمقرار مي

 .شود يا نهيافت مي) ثانويه

  مثال

.

,

Max Z x x

s t x x

x x

x x

x x

= +

+ ≥

+ ≥

+ ≤

≥

3 61 2
2 61 2

3 91 2
7 5 351 2

01 2

  

  ۲و  ۱گام 

1 2 1 2 3

1 2 1

1 2 2

1 2 3

1 2

3 6 0 0 0
. 2 6

3 9
7 5 35
, 0 0i

Max Z x x S S S
s t x x S

x x S
x x S

x x Sها

= + + + +

− − + = −
− − + + = −

+ + =

≥ ≥

  

  جدول آغازين

RHS  S3  S2  S1  x2 x1  Z    

۰  ۰  ۰  ۰  ۶ -  ۳ -  ۱  Z 
۶ -  ۰  ۰  ۱  ۲ -  ۱ -  ۰  S1 
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۹ -  ۰  ۱  ۰  ۱ -  ۳ -  ۰  S2  

۳۵  ۱  ۰  ۰  ۵  ۷  ۰  S3  

ه را بکـار  يمپلکس ثانويس.  دارد  يمنفRHSتوان به کار برد چون در  يه را نميدر ابتدا سيمپلکس اول

  بريم يم

iرا داريـم امـا    -۳و  -۱>۰در سطر محدوديت مقابل آن . -xBi=۹ترين منفي۳طبق گام  jz c− هـا آن 

  .نداريم)  pivot(پس براي اين متغير عنصر لولا .مثبت نيست

jترين منفي ۳طبق گام  jz c−=۶-  . زير ايندر ستونj jz c−
,

  .آن مثبت است xBiرا داريم كه  ۵<۰ 

35 ( 6). 42
5

I V × −
= =  

  گزينيميك عنصر لولا را داريم همان را برمي

RHS  S3  S2  S1  x2  x1  Z    

۴۲  6
5  ۰  ۰  ۰  27

5  ۱  Z 

۸  2
5  ۰  ۱  ۰  9

5  ۰  S1 

۲ -  1
5 ۱  ۰  ۰  −

8
5  ۰  S2  

۷  1
5  ۰  ۰  ۱  7

5  ۰  x2  

  

مقدار تأثير انتخاب اين عنصر بر تابع هدف   
27 8 27. . 2 :
5 5 4

I V = − × =  

−عنصر لولا  Dualعنصر لولا نداريم اما براي  Primalبراي 
8
  است زيرا شرايط را داراست 5

  

.  

  

  

  

  

RHS  S3  S2  S1  x2  x1  Z    

141
4  

15
8  

27
8  ۰  ۰  ۰

  
۱  Z 

23
4  

5
8  

9
8  ۱  ۰  ۰

  
۰  S1  

5
4  −

1
8  −

5
8  ۰  ۰  ۱

  
۰  x1 

21
4  

3
8  

7
8  ۰  ۱  ۰

  
۰  x2  
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141 تابع هدف نسبت به قبل 2742

4 4
Z∆ = −    .بهتر شده است  =

  .در اينجا هيچ عنصر لولا نداريم و جدول بهينه است

  ۲مثال 

1 2 3

1 2 3

1 2

1 2

' 3 2
.

2 10
3

, 0

Min Z x x x
s t

x x x
x x

x x

= − + −

− + ≤

− + ≥
≥

  

 
1 2 3

1 2 3 1

2 2 2

1 2 1 2

' 3 2
.

2 10
3

, 0 , 0

Max Z Z x x x
s t

x x x S
x x S

x x S S

= − = − +

− + − =

+ + = −
≥ ≥

  

  

  

  

RHS  S2  S1  x3  x2  x1  Z    

۰
  

۰
  

۰
  

۲ -  ۱  ۳ -
  

   Z 
۱۰

  
۰

  
۱

  
۲  ۱ -  ۱

  
  S1 

۳ -
  

۱
  

۰
  

۰  ۱ -  ۱
  

  S2  

  

  اوليه Pivotبراي 

3ترين  منفي  j jz c− = مثبت است ولي تنهـا يـك    yدو عنصر  x1 در ستون زير. است x1متعلق به  −

RHS  عنصر لولاي اوليه است    ) ۱(مثبت است پس عنصر
(-3)(10)Primal.S. I.V.= =30

1
  

  ثانويه Pivotبراي 

3Bixترين  منفي = jدر سطر مقابل يك عنصر منفي داريم كه   − jz c− حال . آن نيز مثبت استi.v 

.            كنيم را حساب مي
( )( ), . .Dual S I V −

= =
−
3 1 31  

  .شود جدول بعدي چنين است انتخاب مي primalپس عنصر لولاي 
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RHS  S2  S1  x3  x2  x1  Z    

۳۰  ۰  ۲ -  ۴  ۲ -  ۰  ۱   Z 
۱۰  ۰  ۱  ۲  ۱ -  ۱  ۰  x1 
۱۳ -  ۱ -  ۱ -  ۲ -  ۰  ۰  ۰  s2  

  

jزيرا يك(اي وجود دارد كه دال بر بيكران بودن مسأله است  در اين جدول نشانه jz c−  غيرمثبت در

  ).مساله بيشينه سازي  وجود دارد كه عناصر  ستون زير آن منفي يا صفر است

  

  ١)محدود شده( لكس براي متغيرهاي آراندارپروش سيم

jهايي با فرم  غالباً ما به محدوديت jx l≥  ياj jx U≤ كنيم كه در آن  برخورد ميUj , Lj  مقادير ثابت

هميشه بايد از ظرفيت توليد پريود   jريزي توليد، توليد پريود بعنوان مثال در يك مسأله برنامه. باشند مي

j  كمتر يا مساوي آن باشد :j jx U≤  

 simplexها همانند يك محدوديت مجزا كار كرده و بـا روش   يك راه اين است كه با اين محدوديت

  معمولي حل كنيم راه ديگر

  محدوديت شامل متغير با كران پايين -الف

   Ignizio)2198( از كتاب 
0x L x Lj j j j≥ ⇒ − ≥  

0jxحال يك متغير جديد  ′ jكنيم  را چنين تعريف مي ≤ j jx x L′ = −  

jديديم  xjو هرجا  jL x′+ حل مساله را   .گردد ها كاسته مي دهيم با اينكار از تعداد محدوديت قرار مي

  با متغير جديد دنبال مي کنيم

                                     

  به اين امر اختصاص دارد 3-7-6ترجمه دكتر بازرگان ازحمدي طه بخش ۲۰۸ص  و  ۴۰۸-۳۹۳مهرگان ص  1 
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   ( upper bound)محدوديت شامل متغير با كران بالا  -ب

  Winstonكتاب  ۵۸۷شرح الگوريتم ازص

پرداختن به متغيرهاي كران بالا براحتي فوق نيست و سيمپلكس موسوم به روش سيمپلكس متغيرهاي 

)(GUBها  كران بالا، كه گاه در كتاب
1
شود، بکار مي رودو براي حل مسائل داراي چندين  خوانده مي 

  .معمولي براي حل آنها است simplexمحدوديت از اين نوع بسيار كاراتر از روش 

نظـر   با چند محدوديت كران بالا در عين اينكه از اين محدوديت صرف LPكارا يك مسأله براي حل 

كند به طوري کـه در هـر دور جديـد،     هاي ديگر كار مي شود سيمپلكس تعديل شده با محدوديت نمي

  .هاي كران بالا را ارضاء نمايد جواب پايه جديد بايد محدوديت

خروجي از پايـه متغيـري اسـت كـه اول از همـه ناشـدني       توجه شود كه در سيمپلكس معمولي متغير 

اما سيمپلكس تعـديل  . يابد همچنانكه مقدار متغير ورودي افزايش مي) شود مقدار آن منفي مي(شود  مي

گزيند كه با افزايش مداوم مقدار متغير ورودي،  شده براي كران بالا متغيري را براي خروج از پايه برمي

شـود و از پايـه خـارج     مـي ) ناشـدني (كنـد   ود يا از كران بالاييش تجاوز مـي ش اول از همه يا منفي مي

  .شود مي

توجه كنيد كه اين امكان وجود دارد كه متغير پايه ورودي اول از همه ناشـدني شـود يعنـي از كـران     (

  ).بالايي خودبگذرد

iتـرين   منفـي (متغيـر ورودي اسـت    xiدر اين سيمپلكس فرض كنيد كـه   iz c−   را در مسـألهMax 

  . دهيم تا يك متغير از پايه خارج شود را افزايش مي xjمقدار ) داراست

حداقل مقادير مطـرح شـده در مـوارد زيـر      xiمدنظر قرار گيرد مقدار  xiسه چيز بايد در مورد مقدار 

  .است

  1( 1)ix BN Bottle Neck−   .تواند بيشتر شود نمي) در صورت وجود( خود از حد بالايي  =

ix BN−   .شود يابد كه بيشتر از آن يكي از متغيرهاي پايه فعلي منفي مي تا حدي افزايش مي 2

براي يافتن اين . كند ملاك است كه يكي از متغيرهاي پايه فعلي را منفي مي xiدر اينجا كمترين مقدار 

همان نسبت در  BN2در واقع . بنويسيد xiلي را در محدوديت مربوطه برحسب مقدار هر متغير پايه فع

simplex معمولي است.  

ix BN− نبايد آن مقدار افزايش يابد كه باعث شود كه يكي از متغيرهاي پايه فعلي از حـد بـالايش    3

تـوان   مـي  xiدراينجا هم هر متغير پايه فعلي را از محدوديت برحسب . بيشتر شود) در صورت وجود(

  .نوشت

                                     
1 Generalized upper bounding 
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{ }1 2 3min , ,

mix BN BN BN=  

1mixاگر   BN=  در معادلات بجايi i iU x x′   .گذاريم مي −′

2mixاگر  BN= xi شود بطور معمول وارد پايه مي.  

3mixاگر  BN= 

  

If   xi=BN3 then we make an upper bound 
substitution  on  the variable xj (by replacing xj by  uj –x'j) that reaches its 
uppar bound when 3ix BN= .  

  .گردد يك متغير پايه بود مي xjوارد پايه در سطري كه  xiسپس 

  Hillier & Liebermanمثال براي سيمپلكس جهت متغيرهاي كران بالا از كتاب 

3 51 2

. .

41

62

3 2 181 2

Max Z x x

s t

x

x

x x

= +

≤

≤

+ ≤

  

1 2

1 1

2 2

1 2 3

3 5
.

4
6

3 2 18

Max Z x x
s t

x s
x s

x x s

= +

+ =
+ =

+ + =

  

  :و داريم  هاي اول و دوم را در محاسبات منظور نكرده محدوديت

 

.
Max Z x x
s t

x x s

= +

+ + =

1 2

1 2 3

3 5

3 2 18
  

RHSs3  x2  x1  Z   

۰  ۰  ۵ -  ۳-  ۱  Z  

۱۸  ۱  ۲  ۳+  ۰  s3  

  

2 3 3 2

2

2 18 18 2 0
9

x S s x
x

+ = = − ≥

≤
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x2 يابد شود براي رفتن به پايه تعداد آن از مقدار فعلي صفر افزايش مي براي رفتن به پايه انتخاب مي .  

x2  تواند تجاوز كنند نمي ۶از حد بالايش .  

BN BN= =6 91 2  

  .وجود ندارد BN3يك متغير در پايه فعلي است و آنهم حد بالا ندارد پس مقداري براي 

{ }2 1min 6,9 6x BN= = =  

  :گذاريم مي S2 -۶در معادلات  x2باشد طبق دستورالعمل بجاي  مي BN1برابر  Minچون اين مقدار 

 

  
( )
( )

Max Z x s
x s s

= + −
+ − + =

1 2

1 2 3

3 5 6
3 2 6 18   يا 

.
Z x s

s t x s s
− + =

− + =
1 2

1 2 3

3 5 30
3 2 6    

  

  

  

  

1

2 2 2

3

x =0
s =0=00 xاز محѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧدوديت دوم 0 6 x 6
s =6

+ = ⇒ =  

x2 متغير ورودي است.  

  
xچون  BN=1 2  x1                  شود بطور معمولي دارد پايه مي.  

  

  

  s3  s2  x1  Z   

۳۶  ۱  ۳  ۰  ۱  Z 

۲  1
3  −

2
3  ۱  ۰  x1 

RHSS3 S2 x1 Z  

30 0 5 ۳ -  1 Z 

6 1 -2 3 0 s3 
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*Z = 36  

  . جدول نهايي است

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  تحليل حساسيت يا پس بهينگي

)Sensitivity Analysis (Postoptimalty  

بطور كلي آناليز حساسيت در يک مدل مشخص مي کنـد کـه چگونـه تغييـرات يـا خطـا در       

وسيعي مقـدار بخـود مـي    اگر يک ورودي دامنه . پارامترهاي ورودي  بر خروجي مدل  اثر مي گذارد

گيرد ولي بر خروجي تاثير چنداني نگذارد مدل نسبت به اين ورودي غير حساس است، اما اگر تغييـر  

کوچکي در يک ورودي تاثير قابل ملاحظه اي بر خروجي مدل داشته باشد نسبت به آن مدل حسـاس  

  .پردازد روي جواب بهينه ميتغيير پارامترهاي مسأله  ريتاث به بررسي در اينجا تحليل حساسيت .است

يم تغييراتي در صورت مسأله داده و تأثير اين تغييرات را بر روي جواب فعلـي  هدر اين قسمت ميخوا

 مسأله را تحليل ،ميخواهيم بدون حل مجدد ولي در اين بخش. حل مجدد مسأله استيك راه ،. دريابيم

  .كنيم

   :دهيم دو نوع تغييرات را تميز مي

 I مقادير ضرائب در تغييرات گسسته  

  .ماند مي افزايش يابد آيا جواب جديد بهينه باقي ۱۶به  ۱۵از  b2اگر مثلا  

     irmgn.ir
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II  تغييرات بصورت پارامتري  

  .ماند بهينه باقي مي فعلي جوابϕچه مقاديري از بدل شود تا  ϕ−5به  ۵از  C2مثلا اگر 

I ( حالت گسسته  

  .گيرد مورد زير صورت مي ۵تحليل حساسيت در حالت تغييرات گسسته معمولا براي 

  هاbi  تغييرات در -۱

  )BCو    NCدر ( ها  Cj تغييرات در -۲

  ها aijتغييرات در  -۳

  جديد به مسأله ) هاي(اضافه كردن متغير -۴

  جديد ) هاي(افزودن محدوديت -۵

  

  ها biيا  RHSتغييرات در مقادير سمت راست  

  با توجه به اينكه 

  ,z c C B P c X B Poj j j jB B
− −− = − =1 1

  

ــر   ــالي ب ــأثير احتم ــرات ت ــن تغيي ــودن دارداي ــدني ب ــيوبر ش ــي بهينگ ــأثير اســت ب ــت.ت ميشــود  ثاب

y1به ميزان  )کاهش(باعث افزايش biواحد در  يک)کاهش(افزايش
واحـد در  ) امi منبـع قيمت سايه ( *

*(تابع هدف اوليه در حالت بهينه
XZ ( ميگردد بافرض اينكه متغيرهاي پايه بهينه XB

تغيير نكند  فعلي *

  ز ثابت بمانندين  و ساير پارامترها

تغيير دهيد چـه   ۱۲به  ۴را از  b2نظر گرفته و  زير رادر نهايي داده شده و جدول  مساله صورت: مثال

  تاثيري در جواب حاصل خواهد شد؟

1 2

1 2

1 1 2

5 3
. . 10

4 , 0

Max Z x x
s t x x

x x x

= +
+ ≤

≤ ≥

  

RHS s2 s1 x2  x1 Z   

۳۸  ۲  ۳  ۰  ۰  ۱  Z 

۶  ۱ -  ۱  ۱  ۰  ۰  x2 

۴  ۱  ۰  ۰  ۱  ۰  x1 
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Bدر جدول بهينه مسأله فوق  − −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥+⎣ ⎦

1 1 1
0 ما بردارتغيير كرده است  b2. است 1

b
P

b
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
0

2
را از  

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

10
به  4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

10
   .دهيم تغيير مي 12

  ( )X Z C XBB B
− − −

= = = = =
+

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

1 1 10 2 23 5 5412 12 120 1  

0j(نکرده است يريياما سطر صفرتغ.شده است نشدني پس جواب جديد jهاz c−  ـز )  ≤  P0را بـه  ي

  ندارد يبستگ

  كنيد؟ با استفاده از چه روش اين جواب را به جواب شدني تبديل مي: سوال

  .تلاش صورت خواهد گرفت ثانويه simplexبا استفاده از الگوريتم : جواب

  :ثانويه simplexالگوريتم  گام يك

  

RHSZ x x S S1 2 1 2    

۵۴  1 0 0 3 2  Z 

۲-  ( )−0 0 1 1 1X2

۱۲  0 1 0 0 1 X1  

  

  

RHSZ x x S S1 2 1 2    

۵۰  1 0 2 5 0  Z 

۲  

۱۰  

− −0 0 1 1 1
0 1 1 1 0  

2

1

S
x

  

  

 .اين جدول بهينه است

  

   ) CNتغيير در و   CBتغيير در  (ها Cjتغيير در 

    CBالف تغيير در 

امر پايه است اين متغير  کيب يضرC2چون . تغيير يافته ۲به  ۳از  C2در مسأله قبل فرض كنيد  :مثال

  بر تمام
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   Zj-Cj اثر گذار است  هير پايغ ير هايمتغ يها .zj-cj ـه صفر خواهد ماند زيپا يرهايمتغ  برابـر   را ي

  است

CBI-CB=0. 1با 
B BC BB C− − = 

( ... )B nC y y C= ) -  Cبردار  1− )...B nC B P P−= 1
  هاي جديد  Zj-Cjتمامي بردار  1

)بردار =  ) C
−⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 1 1 12 5 1 0 0   هاي جديدZj-Cjتمامي بردار =  1

)۰  ۰  ۲  ۵ (–)۳  ۲  ۲  ۵=( =  )۳  ۲    ۰ ۰ (  

بردار جواب بهينه  است ير منفيغ يبيشينه ساز مساله اين هاي جديد درZj-Cjچون تمامي بردار  

  .است قبلي تغيير نكرده

)نكرده  تغييربردار جواب بهينه قبلي  )= ≥ ⇒0 0 2 3   هاي جديد  Zj-Cjبردار  0

) :جديد Z*اما مقدار  )*Z ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

62 5   جديد 324

    CNتغيير در )ب

   مسئله زير را در نظر بگيريد مثال

  

.

.
.

j

MaxZ x x x
s t

x x x
x x x
x x x

x

= + +

+ + ≤
+ + ≤
+ + ≤

≥

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

60 30 20

8 6 48
4 2 1 5 20
2 1 5 5 8

0

  

  

  جدول نهائي 

RHSx x x S S S1 2 3 1 2 3  Z    

۲۸۰  D u a l S o l u t i o nsuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

0 5 0 0 10 10  
۱  Z 

۲۴  

۸  

۲  

  

. . .

− −
− −

0 2 0 1 2 8
0 2 1 0 2 4
0 125 0 0 05 15

  

۰  

۰  

۰ 

S1 
x3 
x1  
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   CNمثالي براي تغيير در 

  .تغيير كند ۳۲به  ۳۰از ) c2(هدف تابع در   x2 حال فرض كنيد ضريب

  .گذارد تأثير مي z2-c2نيست تنها روي  CBجزو  c2چون 

( ) ( )z c C B P cB newnew
−

− = −
1

2 2 2 2   

BCتوانيم  راه مي ۴از  B P−1
  را حساب كنيم 2

۱ ( ( ) ( ) ( )BC B P−1
2     

۲( ( )BC B P−1
2   

۳ ( ( ) ( )B Old oldC B P z z c c− = = − + = + =1
2 2 2 2 2 5 30 35  

۴( 

( ) ( )( ) ( , , )
.

C B P Dual solution PB
−

= = = + =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

61 0 10 10 2 20 15 352 2
1 5

  

( )Z C− = − = > ⇒2 2 35 32 3   جديد 0

  جواب جدول نهائي بهينه باقي ميماند

c2  باقي بماند اما با تغيير  بهينه ميتواند تغيير كند و جدول نهائي ۳۵تا مقدارc2  وبيشتر جـواب   ۳۵به

  .شود وارد پايه مي x2نبوده و  نهيبهالذكر  فوق

  .مي ماند باقي Z*=280جواب چندگانه خواهيم داشت اما مقدار      c 35=2 در البته

  

  

  )۱۰۷ص  HTترجمه   ۳-۴-۴بخش (گفتيم اگر جدول بهينه در دست باشد،

افزايش يا كاهش به شرط اينكه پايه بهينه فعلي در جدول نهايي و پارامترهاي ديگر مسئله ثابت بماند 

*به ميزان  Zباعث افزايش يا كاهش  biيك واحد در 
iy )    قيمـت سـايه محـدوديتiبـه   .ميگـردد  )ام

  :عبارت ديگر

*
iy=قيمت سايه منبعi ميزاني اسث كه به ازاي يك واحد افزايش يا كاهش=ام در جدول بهينه bi،*Z

با فرض تابث ماندن  بقيه پارامترها و  بهينه مانـدن جـدول فعلـي از    ) افزايش يا كاهش (تغيير مي كند

جمله عدم تغيير متغير هاي 
*

BXفعلي  وشدني بودن آن.  

  :مثال

  در نظر بگيريد فرض كنيد اولين مثال اين فصل را

  تغيير كرده ميگوييم چون مقادير ۶به  ۴از  b2) الف
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1 1 10 4
 

0 1 6 6Bدѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧجديx
−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   

  

)بـه   ۳۸از   *Zمنفي نيست پس جدول جديد بهينه باقي ميماند لـذا   ) *
238 6 4 y+ از .تغييـر ميكنـد   −

  جدول نهايي 

=2 *
2y د*پسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧجديZ =42 .Z* را براي اطمينان مطابق زير هم محاسبه ميكنيم:  

( )* 4
3 5 42

6B BZ C X ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

  

  :تغيير كند ميگوييم ۱.۵به  ۴از  b2اگر ) ب

* 1 1 10 8.5
0 1 1.5 1.5BدѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧجديX

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

  .پس جدول بهينه باقي ميماند 

Z*   به  ۳۸از( )( )38 1.5 4 2 33+ − را براي اطمينان مطابق زير هم محاسبه ميكنيم  *Zتغيير ميكند  =

:  

( )* 8.5
3 5 33

1.5B BZ C X ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

  

  aijتغيير در 

  . رسيدگي به اين تغييرات هميشه راحت نيست مخصوصاً اگر تغيير در ضرائب متغيرهاي پايه باشد 

  مثال

*آيا   تغيير يافته ۲به  ۰از  a22 اولين مثال اين فصلفرض كنيد در  
BX   هم تغيير ميكند.  

  .تغييركرده است   P2 در واقع :حل داريم

  ۱- B     چون  تغييركردهB  شاملP2  هم هست وP2 است ر کردهييتغP ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
1
2   جديد  

     
x x

Bجديѧѧѧѧѧѧѧѧد
−

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 1
1

1 1 1 1 1
2 1 2 1

   

  :ن استيجدول چن يستون هاجاد شده در يرات اييتغ
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( )

( )

new new

B

B

yجديѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧد B P

z c C y c

yجديѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧد B P

z c C y c

−

−

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
− = − = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞

− = − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
2 2

2 2 2 2

1
1 1

1 1 1 1

1 1 1 1
2 1 2 0

13 5 3 00
1 1 1 0

2 1 1 1
103 5 5 04

 

( )

( )

( )

-1
B 0

-1 1 10 -6
X =B P = =

2 -1 4 16

B B

s s B s s

s s B s s

Z C X

z c C B P c

z c C B P c

−

−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−⎛ ⎞
= = = − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
−⎛ ⎞⎛ ⎞

− = − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠
−⎛ ⎞⎛ ⎞

− = − = − = −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

1
1 1 1 1

1
2 2 2 2

63 5 18 80 6216
1 1 13 5 0 72 1 0
1 1 03 5 0 22 1 1

 

 
RHS x x S S1 2 1 2  Z   

۶۲  −0 0 7 2  ۱  Z 

۶-  

۱۶  

−
−

0 1 1 1
1 0 2 1  

۰  

۰  

x2 
x1 

  

قابـل حـل    Dual simplexسـيمپلکس ثانويـه  معمولي نه با  Simplexبه جدولي رسيديم كه نه با 

كـه بـراي برخـي حـالات       ويا الگوريتم اوليه ثانويه   ضربدري الگوريتم  سيمپلکساحتمالاً با . ستا

infeasible وnon-optimal قابل استفاده است حل گردد.  

  

           ضربدري سيمپلکس  با

كنـيم پـس بـا توجـه بـه       را به عنوان خارج شونده انتخاب مـي RHS x2 =-6 سطر اول چون ابتدا در 
jسازي است  Maxصورت مسئله كه  jz c− با توجه . كنيم را تقسيم بر عناصر منفي سطر اول مي 0≤

  .شود وارد شونده مي s1به اين 
  .كنيم از اينجا به بعد با سيمپلكس معمولي مسأله را حل مي
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RHS s2 s1 x2  x1  Z Basis  

20  5  0  7  0  1  Z 
   6  1 -  1  1 - 0  0  s1  
4  1  0  2  1  0    x1  

biحال جدول هم شدني  jباشد  و هم بهينه مي 0≤ jz c− ≥0  

  

   ijaر ييتغ مثال ديگر براي

  پس از حل مسأله   

.

,

Max Z x x
s t x x

x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

1 2

1 2

1 2

1 2

4 3
5 8 40

10
0

 

  ميده اير رسيزجدول نهائي به 

RHSS2 S1  x2  x1  Z    

۳۲  ۰  4
5  

17
5  ۰  ۱  Z  

۸  ۰  1
5  

8
5  ۱  ۰  x1  

۲  ۱  −
1
5  −

3
5  ۰  ۰  S1  

  

  .بوده است ۱نوشته شده در حاليكه  ۸اشتباهاً  12a ايم متوجه شدهد يحال فرض کن

  گذارد ياثر م   y2  ,z2-c2اين اشتباه روي 

 

( )B

y B P

z c C y

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟

− = = − = − <⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
2 2

2 2 2

1 10 15 5
1 1 415 5

1
1154 0 3 04 5

5
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معمولي جدول جديـد را تشـكيل    Simplexا ببايد  و نبوده ) نهائي(ديگر جدول بهينه  ،فوق جدول

  .دهيم

  

  

  

  

RHS S2 S1 x2  x1  Z   
۳۲  ۰  4

5  −
11
5  ۰  ۱  Z 

۸  ۰  1
5 1

5  ۱  ۰  x1 

۲  ۱  −
1
5  

4
5  ۰  ۰  S2  

  

  اضافه كردن يك متغير جديد 

  .ها است ijaها و jcتغييرات همزمان در اين حالت در واقع

ي دارد والا هـيچ گونـه تـأثير    لعفتأثير احتمالي بر بهينگي جواب فقط ندارد و  feasibilityتأثيري در 

  .است Dualمتناظر با يك محدوديت در  primalمسأله رتغيمبخاطر بياوريد كه هر  .ديگري ندارد

مـي   Dualبـه بررسـي اثـر محـدوديت متنـاظر آن در       primalلذا براي  بررسي اثر يك متغير جديد 

  .پردازيم

   ) Ignizioکتاب  ۲۲۹ص (

  .را در نظر بگيريدداده شده  يينهابا جدول  ريزمسأله   

  

.

Max Z x x

s t x x

x

x j

= +

+ ≤

≤

≥

5 31 2
101 2
41

0
  

  

  حال مسئله فوق را به مسئله ذيل مي کنيم

 جدول نهايي

RHSS2S1  x2  x1  Z   
۳۸  ۲  ۳  ۰  ۰  ۱  Z  

۶  ۱ -  ۱  ۰
  

۱  ۰  X2  

۴  ۱  ۰  ۱
  

۰  ۰  X1
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: 

1 2 3

1 2 3

1 3

5 3 8
10

2 4
0j

Max Z x x x
x x x
x x
x

= + +
+ + ≤

+ ≤
≥

  

  باقي مي ماند؟ آيا جواب فعلي بهينه

  دير جديجواب قبل از افزودن متغ

 : Primalجواب 
* 41
* 62

x

x

=

=
:  Dualجواب                           

* 31
* 22

y

y

=

=
  

1جديد  به اوليه متناظر با اضافه شدن محدوديت 3xغير مت اضافه شدن 2 3 3( )y y P c≥به دوال است .  

 ـجد محدوديت yچنـين اسـت    Dualمتغيـر جديـد در    متناظربـا   دي y+ ≥1 22 در  Dualجـواب   8

  .كند صدق مي هاي قبلي دوال محدوديت

Dual فعلــي بهينــه  آيــا جــواب 
*

*

y

y

=

=
1

2

3
2

 :كنــد؟ نــه  در محــدوديت جديــد نيــز صــدق مــي     

( ) ( )z c− = + − = − <3 3 3 2 2 8 1 ــافه شـــدن م . 0 اوليـــه جـــواب  مســـئله بـــه x3غيـــر تپـــس اضـ

* *4 61 2x x=   .اندازد را از بهينگي مي=

  .بايد وارد پايه شود x3پس   Z3-C3<0چون 

yدر محدوديت  Dualجواب فعلي بهينه توجه اگر ( y+ ≥1 22 j كرد پس صدق مي8 jz c−  مربوطه

  )نگي نداشتيغيرمنفي بوده و متغير جديد تأثيري در به

  :دير جدينه قبل از افزودن متغيجدول به

RHS S2 S1  x2  x1  Z  
۳۸  ۲  ۳  ۰  ۰  ۱  Z  

۶  ۱-  ۱  ۱  ۰  ۰  
2x  

۴  ۱  ۰  ۰  ۱  ۰  
1x  

  

  .شود اضافه مي x3 تغير مآن  هحال ب

  

( )B

y B P

z c C y c

− − −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
−⎛ ⎞

− = − = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
3 3

3 3 3 3

1 1 1 1
0 1 2 2

13 5 8 12  

     irmgn.ir



  ඟ໊مانੀ७ید باප෉ر  دا௉ه ਣभی دا஺ه  -േॐید بازرگان-਼࡛࣪ق భ ࠫمൎیاتূ 

 

166 
 
 

 

 

 

 

RHS S2 S1  x3  x2 x1  Z  
۳۸  ۲  ۳  ۱-  ۰  ۰  ۱  Z  

۶  ۱-  ۱  ۱-  ۱  ۰  ۰  x2  

۴  ۱  ۰  ۲  ۰  ۱  ۰  x1  

  

 
  يمپلکس معموليبا روش س

 3x 1و  ير وروديمتغx شود يم ير خروجيمتغ.  

Maxمسأله فوق تابع هدف در اگر  Z x x x= + +1 2 35 3   .شد بود چه مي 6

: جـــــواب
*

*

y

y

=

=
1

2

3
2

 :كـــــرد  صـــــدق مـــــيدر دوال 3xمربوطـــــه بـــــهدر محـــــدوديت  

( )( )y y P c y y− = + − ≥1 2 3 3 1 22 6 3و لذا 0 3z c− 3و  ير منفيغx   داشـت  تأثيري در بهينگي نمـي 

3 .زيرا 3 3 2(2) 6 1 0z c− = + − = ≥  

  اضافه كردن يك محدوديت جديد

مدلسازي يك يا چند محدوديت در نظـر  اشتباهي كه خيلي متداول است اينست كه در هنگام 

هاي جديد صدق  اگر جواب بهينه مسأله قبلي در محدوديت :اين امر هشود براي رسيدگي ب گرفته نمي

والا تأثير داشـته و بايـد اقـدام لازم      ها تأثيري در جواب بهينه بدست آمده ندارند اين محدوديت ،كند

ت جديد آنرا وارد جدول نمـوده وعمليـات سـطري و    بعمل آيد يعني پس از استاندارد كردن محدودي

  ميدهستوني لازم را انجام 

  .آن ندارد مسالهدهد يا تأثيري در را كاهش مي *Zيا   Maxدر مسئله  اضافه كردن يك محدوديت
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  زير با جدول نهايي داده شده به مسأله ۱مثال 

.

Max Z x x

s t x x

x

x j

= +

+ ≤

≤

≥

5 3 21
1021

41
0

 

  

  

  

 

 

 
  

   

xمحدوديت  x+ ≤1 22 3 *ايم چون  افزودهرا  30
BX ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

6
كند لذا اثري بر جواب  درآن صدق مي 4

  .)محدويت فعال نيست( گذارد بهينه نمي

xمحدوديت   ۲مثال x+ ≤1 23   .اثرآنرا بررسي كنيد. فراموش شده است فوق در مسأله 15

*
*

*B

x
X

x

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎠⎝

2

1

6
تغيـر  م. )محدويت فعـال اسـت   (بر مسأله تأثير دارد لذادر محدوديت صدق نكرده و4

x :را به آن افزوده  S3ي ككم x s+ + =1 2 33   :كنيم وآنرا وارد جدول مي15

  

RHS S3S2S1  x2  x1  Z   
۳۸  ۰  ۲ ۳  ۰  ۰  ۱  Z 

۶  ۰  ۱- ۱  ۱  ۰  ۰  x2 

۴  ۰  ۱ ۰  ۰  ۱  ۰  x1  

۱۵  ۱  ۰  ۰  ۳  ۱  ۰  S3 

   

 جدول نهايي

RHSS2S1 x2 x1 Z  
۳۸ ۲ ۳ ۰ ۰ ۱ Z 

۶ ۱ -  ۱ ۰
 

۱ ۰ x2 

۴ ۱ ۰ ۱
 

۰ ۰ x1 
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 در سطر سوم بايد با عمليات سطري و ستوني صـفر شـوند اينكـار    x1 و x2اي  ضرائب متغيرهاي پايه

  :مرحله تواماً انجام پذيراست ۱ويا ) بيهر مرحله براي يك ضر(مرحله  ۲طي 

  سطر سوم جديد = سطر سوم قديم ) + - ۱) (سطردوم) + (- ۳) (سطر اول= (

  . كه شامل  جواب نشدني است  شود جدول جديد حاصل مي

  

RHS S3 S2 S1  x2  x1  Z   

۳۸  ۰  ۲ ۳  ۰  ۰  ۱  Z  

۶  ۰  ۱- ۱  ۱  ۰  ۰  X2  

۴  ۰  ۱ ۰  ۰  ۱  ۰  X1  

۷-  ۱  ۲  ۳ -  ۰  ۰  ۰  S3  

      3| |
3−

        jϕ 

  

  يورود 1sيخروج 3s :كمك مي گيريم  Dual simplexاز 

  .شود كه جدول نهائي است جدول زيرحاصل مي

  

 جدول نهائي

RHS S3S2S1x2  x1 Z Basis
۳۱  ۱  ۴ ۰  ۰  ۰  ۱  Z  

− =
7 116 3 3  +

1
3  −

213
۰  ۱  ۰  ۰  x2  

۴  ۰  ۱ ۰  ۰  ۱  ۰  x1  

7
3 −

1
3  −

2
3  ۱  ۰  ۰  ۰  S1  

  

  .کتب مورد بررسي قرار گرفته است يهم در برخ يحالت گسسته مواردديگر يالبته برا
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 IIتحليل حساسيت پارامتري parametric Linear programming    ١  

خواهيم تأثير  ش ميخدر اين ب. ضرائب بررسي نموديم رتا بحال تأثير تغييرات گسسته را د

  .مربوط به متغيرهاي غير پايه بررسي كنيم Pjو    cj  ، bi اي از تغييرات خطي را در دامنه

  Cتغييرات خطي در بردار 

فرض كنيد در حال حاضر در يك مسأله 
* -1
B 0X =B P كه در آن است  نه يجواب بهB در جدول نهائي مفروض  1−

  .است

)به )c1… cj …cn(حال بردار  ... ... )j j n nc e c e c eθ θ θ+ + +1   تغيير يافته بعبارت ديگر  1

Cجديѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧد C C Eθ+= = +   

  يك كميت اسكالر غيرمنفي θكه درآن  

 E =( ... ... )j ne e e1  شخص استميك بردار دلخواه ولي.  

C=با  Cتواند تغيير كند بطوريكه اگر بردار  تا چه حد مي θميخواهيم ببينيم   +Cجديѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧد =  

  :جواب. فعلي باقي بماندجايگزين شود جواب بهينه 

jكه كليه مادام در بيشينه سازي  jz c+ +− *ميتواند تغيير كند و  θ    ,ها   0≤
BX اما  .ماند فعلي ثابت مي

Bاگر  BدѧѧѧѧجديC C   .تغيير كند θممكن است با  Z* باشدθتابعي از  =+

( ) ( ) ( )
jB zC

j j B B j j j B j j B j jz c C E y c e C y c E y eθ θ θ
+ =

+ +− = + − + = − + −  
ام jها ستون زير متغيـر  jyميباشد و  CBاست كه متناظر با اجزاء  Eزير مجموعه اي از  EBكه درآن 

  .از جدول نهائي است

Bاگر تمام  j jE y e≤ *در وضعيت فعلي  ،۰−
BX شود زيرا جدول نهائي  مسأله ما تغييري حاصل نمي

Bماند لكن اگر يك يا چند  بهينه باقي مي j jE y e− منفي باشد با تغيير θ  ممكن است يكj jz c+ +− 

كه بـيش از   را θبحراني  ميخواهيم آن مقدار. بهم بخورد optimility)(بهيـنگي منفي شود و شرايط

jآن باعث منفي شدن اولين  jz c+   .شود بدست آوريم غيرپايه مي −+

)براي كليه  )B j jE y e−   .اين مقدار صفراست پايه هايjتوجه براي  :نويسيممي 0>

                                     
  )كتاب حمدي طه ٩-٦بخش ( 1
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( )

( )

( )

.

. .
.

.

.

E بѧѧѧا شѧѧѧرط  y -e <0B j j

z cz c E y eB
E y eB

z c E y ej j B j j
z cj j

E y eB j j
for all E y eB j j

θ θ

θ

θ

−− + − > < −
−

− + − > ⇒
−

< −
−

− <

⎧⎧
⎪⎪
⎪⎪⎪ ⎪

⎨ ⎨
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎩

1 101 1 1 1
1 1

0

0

 

Bبراي کليه متغير ها يي که براي آنها   j jE y -e اين نامساوي بايد نوشته شود  به جز ،صدق مي کند0>

B متغير هاي پايه زيرا مقدار j jE y -e  استبراي متغير هاي پايه اي صفر.  

j j
B j j

B j j

z -c
  θc=min{ - E y -e <0 }

E y -e
θمقѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧداربحراني =  

Bها  jاگر براي تمام j jE y -e باشد يا صفر مثبت θ  حدي نداردcθ = ∞.  

Cθاگر  θ>  با جايگذاريC   باC   .جواب فعلي ديگر بهينه نخواهد بود،+

  مثال

Max Z x x s s

x x s

x x s

x x s s

= + + +

+ + =

+ + =

≥ ≥ ≥ ≥

3 0 01 2 1 2
2 3 61 2 1
2 41 2 2

0 0 0 01 2 1 2

                                                         

θ,را بترتيب به  C2,C1مقدار θ+ +1 2   دهيم تغيير مي 3

θجدول بهينه در  =0:  

  

θ =0  

  
  

2 1c =۳1c =  

RHS S2S1x2  x1  Z   
۳  ۵/۱  ۰ ۵/۰  ۰  ۱  Z  

۲  ۱-  ۱ ۲  ۰  ۰  S1  

۲  ۵/۰  ۰ ۵/۰  ۱  ۰  x1  

  

ــي   ــدار بحران ــت مق ــد  θمطلوبس ــا آن ح ــه ت بطوريك
*
BX  ــد ــاقي بمان ــه ب ــدول بهين ــين ج  . هم

( )C C θ+ = + + +1 2 0 0 .  

θ يبه ازا   .است ييجدول فوق نها 0=
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. اسـت  θتـابعي از   CBكنـد چـون    تغيير مي θي از تابعبعنوان  θ , Zبا تغيير لازم به توضيح است 

Bبايد  cθبراي يافتن  j jE y e−  در اين   .بدست آوريم و ببينم كدام منفي است ها غيرپايهها را براي

  .در پايه نـيستندx3,s2مساله 

  
( ) ( )( , ) ( ) . .

. .

Sy y

E Eغيرپايѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧه y EB B j j
−⎛ ⎞

= − = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

22
2 10 1 0 1 2 0 1 5 0 50 5 0 5

  

Bتنها .البته جدا جدا هم ميتوان بدست آورد j jE y e−  منفي متعلق بهx2 است.  

  

( ) ( )
( )

. .

.

.

B

c
B

z c z c E y e

z c
E y e

θ θ

θ α

+ +− = − + − = + − ⇒

− − −
= = = =

− −

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

0 5 1 5
0 5 1
1 5 3

  

  . بناميد αرا    θبحرانيمقدار اين اولين 

αتا  ۰بين   θبنابراين هرگاه  =
1
مثبت يا صفر باقي جدول فعلي بهينه  zj-cjتغيير كند تمامي عناصر  3

θخواهند ماند و در  α= =
1
3   2 2z c+   در .ميجواب چندگانه دار ⇐شود صفر ميهم  −+

  

θ α= =
1
3  

   21
3

+1
13
3

c = +   

RHS S2S1x2 x1 Z  

( )( )C XB B = =
1 20

0 3
3 3

2
2  

10
6  ۰ ۰  ۰  ۱  Z  

2  ۱-  ۱ ۲  ۰  ۰  S1 

۲  ۵/۰  ۰ ۵/۰  ۱  ۰  x1  

  

هم  ها zj-cj برخي از هتغيير كرد CBست چون ها zj-cjتنها فرق اين جدول با جدول بهينه قبلي در 

2 چون .اند تغيير كرده 2 0z c− =، x2  اگر . هم ميتواند در پايه باشدx2   را بجايS1  جدول پايه وارد

   كنيم 

θدر بهينه جواب ديگر  α= =
1
3   

  

   21
3

+1
13
3

c = +   

RHSS2S1x2  x1  Z  
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20
3  

20
12  ۰  ۰  ۰  ۱  Z  

۱  −
1
2  

1
2

۱  ۰  ۰  x2  

3
2  

3
4  −

1
4

۰  ۱  ۰  x1  

 
1 1* 5 10 20X* *2 3 Xديگѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧر3 = = Z = =*B X 3 3 31 2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

* :سوال
BX ؟بهينه خواهد ماند يتاکجدول جديد  

  :جواب

است ولي با تـابع  دو صفحه قبل  بهينه همان مثال حلبراي حل توجه كنيد كه جدول جديد در واقع  

1هدف 2 1 2
1 23 1 0 0
3 3

Z x x S S= + + +  

1مقدار اضافي را نسبت به . را باز بـيشتر كنيـمθدر مساله اول حال مي خواهيم  
يعني . مي ناميمθ'را3

را از  1cدر اين مساله 
13
3

بـه  
13 '
3

θ+ 2 وc  را از
1 21 2( ') 1 2 '
3 3

θ θ+ + = بـه  +
21 '
3

θ+  تغييـر داده

  .جدول فوق بهينه باقي ميماندθ'ببينيم تا چه مقدار 

  

Bاين جدول كدام  غيرپايه ابتدا بايد ببينيم براي متغيرهايِ j jE y e−   است؟ يمنف 0>

( )
1 2S Sy y

. - .
( ) Eغيرپايѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧه y -E =(2 1) - 0 0 =( . . )B j j . .

EB
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟−⎝ ⎠

0 5 0 52 1 0 75 0 250 25 0 75
 

 
  .امكان دارد منفي شود S2متعلق به zj-cj پس تنها

( ) '' ' 'S s S S B s s Cz c z c E y eθ θ θ θ+ + ⎛ ⎞− < ⇒ − + − = + − < ⇒ > =⎜ ⎟
⎝ ⎠2 2 2 2 2 2

20 1 200 012 4 3  

'
Cθ =ش در يزان افزايمθ  نسبت به

1
3.  

,از  Cيعني با تغيير بردار  , ,C ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 23 1 0 03 'تا  3
CC C Eθ+ = )يعني  + )C C+ = +

20 1 2 0 03 

,يا  , ,C + ⎛ ⎞= + = + × =⎜ ⎟
⎝ ⎠
10 20 2 2010 1 2 15 0 03 3 3 3،     BX  ماند و  جدول فوق بهينه مي 
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'

( ' ') 'B BZ C X
θ θ

θθ θ θ
= +⎛ ⎞

+⎜ ⎟= = + + = + =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
3

12 1 20 7 11 71 2 3 33 3 3 2 22
  

' در 
Cθ =

20
3   ،S sz c+ +− =

2 2
0.  

βنين است چ)نسبت به صفر( θبحراني بعدي  مقدارلذا  = + =
1 20 73 3.  

  :βفرمول يافتن 

min

'

jغѧѧѧѧѧير پايѧѧѧѧѧه 

z cj j
E y eB j jnon basic E y eB j j

j s

α
α

β α α

−
= + − − <

− −

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

0

 

j, ازمنظور j jz c yα α α−  پس از اعمال مقدار بحراني اوليـه  ) بهينه(ضرائب مربوطه در جدول نهائي

α است.  

*پس براي  
BX θ≤ <

1   ماند ومقدار تابع هدف  مي نه باقييآخر بهجدول  73

( )* *Z C XB B
θ

θ θ
+

= = + + =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 11 71 2 3 3
22

 

'در 
c

θ=7
20θ =
3

يѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧا

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

  .متفاوت  *Zا بحالتي شبيه چندگانه داريم  

 ‹جدول صفر استZضريب آن در سطر  شود زيرا وارد پايه ميمي تواند   x1 , غير پايهمتغير S2بجاي 

S SZ C+ +− =
2 2

جواب بهينه در اين حالت . ) 0

*
* *

*B
x

X Z
S
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

2

2

2 302  

  

  

  

7θ  يگر براينه ديجدول به =   

1 11 1
2 2

z -cz -c

j j

1 1

2 1
7 2 13 zغѧѧѧѧѧير پايѧѧѧѧѧه 3 -c 1 2 0 (3 0) ( )

4 1 3 3
3 3

S S
x S

j j

y y s

CBهاy cها θ θθ θ
↓↓

↓↓

⎛ ⎞
⎜ ⎟ − +⎛ ⎞= − = + − + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠
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7θدر = 1 1z -c  و

1 1
z -cS S  ميگردد جبه ترتيب برابر صفر وپن 

  

  

RHSS2S1x2  x1  Z    

θ+2 4  ۰
  

۵ ۰  ۰  ۱  Z  BC 

۲  ۰
  1

3 ۱  2
3  ۰  x2  1 2θ+  

۲  ۱
  

−
1
3

۰  4
3  ۰  S2  ۰ 

7θبررسي  >  

،  ۷از  θبا افزايش 
*
BX   :γماند؟ تا  بهينه مي  يتا کاين جدول   

'

min |

j  غѧѧѧѧѧير پايѧѧѧѧѧه 

( ) ( ) ( ) ( )

j j
B j jnonbasic

B j jj s

B s s

z c
E y e

E y e

E y y e e

β β
β

βγ β
⎧ ⎫−⎪ ⎪= + − − <⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞− = − = >⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

11 1 1

0

2 1
1 23 32 0 1 0 03 1 3 3

4 3

 

j ،چون هيچ عنصر منفي در آن نيست jZ C+ را بخـواهيم   θتا هـر جـا كـه     ها جديد براي غيرپايه −+

γماند پس  مي مثبت  اضافه كنيم = پس  ∞
*

*
*B

x
X

S
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

2

2

2
 هموارهبه بعد7 از  θبا افزايش  2

  :و نقدار تابع هدف برابر خواهد بودباماند بهينه باقي مي

( )* ,B BZ C Xθ θ θ
⎛ ⎞

> = = + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

27 1 2 0 2 42  

 

     irmgn.ir



 

175

1 6c =

  ق

26 cθ− =

θ در مثال فوق

14 2θ= −

θ =  

Z   
۱  Z  

۰  S1

۰  S2 

Z   
۱  Z  

۰  x1

۰  x3

θف نسبت به 

3 13 2c θ= −

0=براي  زي
 x1  Z
 -  ۶ -  ۱

  1
2  ۰

  ۱  ۰

 x1  Z
+  ۰  ۱

  ۱  ۰

-  ۰  ۰

دار تابع هدف

 

θ  
أله بيشينه ساز

x3x2 

۱۳ -  ۱۴-

۱  ۲

۴  ۲

θي  =0 

x3 x2 

 ۰  ۹+

۰  ۶

۱  ۱-

ي تغييرات مقد

   هاj c در  ي

ازين يك مسأ

S2S1

۰  ۰ 

۰  ۱ 

۱  ۰  

ئي مسأله براي

S2 S1 

۱  ۱۱+  

۱-  ۴  

۵/۰  ۱-  

  ඟ໊مانੀ७ید باප෉ر  ஺ه 

منحني ۲۱شكل

تغييرات پارامتري

جدول آغا

RHS 
۰  

۲۴
  

۶۰  

جدول نها

RHS 
294 
۳۶ 

۶ 

دا௉ه ਣभی داേॐ- ஺ید بازرگان-ت

شك

براي تديگر 

਼࡛࣪ق భ ࠫمൎیاتূ 

 

  

مثال 
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( )

( )

j j
c B i i Bnon basic

B j jXj's

t t t t

B j j

z -c
θ = min - E y -e <0 E = -1 -2

E y -e

-2 -4 -2 -26 4 -1
Eهѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧاي غѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧير پايѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧه   y -e = -1 -2 - 0 = -2 - 0 = -21-1 -1 +

0 0 0 02

x s s

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 1 2  

{ }min ,

x s

cθ = − − =
− −

2 1

9 11 9

2 2 2
 

≥θ در فاصله  <
90 يعني فوقجواب بهينه  2

*
*

*B

x
X

x

⎛ ⎞=
= ⎜ ⎟⎜ ⎟=⎝ ⎠

1

3

36
6

با تغيير  Z*اما  نه خواهد مانديبه 

θ كند در تغيير ميθ =
9
تغيير  θبا Z*. متفاوت Z* اما با حالتي شبيه حالت جواب چندگانه داريم 2

Bاز طريق  Zخروجي سطر  x1ورودي و  x2  .ميكند j jC y c− محاسبه شده است.  

  

RHSS2 S1 x3  x2  x1  Z      

۷۸  +
3
6  ۲+ ۰  ۰  ۰  ۱  Z  BC  

۶
  

−
1
6  

2
3 ۰  ۱  1

6  ۰  x2 9
14 2( ) 5

2
− =  

۱۲  1
3  −

1
3 ۱  ۰  1

6  ۰  x3  
4  

 

( )

{ }

' ( )

min , , . .

x s s

for non basic X s E y ej B j j

⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎛ ⎞− = − − − − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟−⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎧ ⎫
⎪ ⎪
− − = =⎨ ⎬
⎪ ⎪− −
⎩ ⎭

1 1 2
1 2 1

1 2 16 3 62 2 1 0 01 1 1 3 3 3
6 3 3

3
2 6 3 1 5 1 52 1
3 3
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*2جواب 

3
B

x
X

x
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

4.5بين θبا تغيير    4.5 1.5θ≤ <  تغييـر مـي   θبا Z*بهينه باقي مي ماند اما  +

  . كند

jغѧѧѧѧѧير پايѧѧѧѧѧه 

min

'

z cj j
E y eB j jnon basic E y eB j j

s

α
α

β α α

−
= + − − <

− −
=

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

0   θمقدار بعدي =6

θدر  =  x3و پايهاردو S2جواب بهينه چندگانه داريم  ه بهيشب يحالت . صفرميگرددZدرسطرs2ضريب 6

:شود و تا  خارج مي min{}cθ γ = + = +6 1 6 7θ يعني 1 γ= پايه  =
x
s

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2
مانـد در   مي بهينه باقي 

θ = 7  s1  وارد وx2 شود و جدول شبيه اولين جدول خواهد بود خارج مي.  

  

  
  ۲۲ شکل

 
  Lindoبا  يك مساله با حل و تحليل حساسيت

Consider Giapetto AGAIN ! 

! OPERATIONS RESEARCH   BO 310 IPSKRUGER 
11/3/2000 

 ! GIAPETTO AS DEFINED IN WINSTON P.52 I    MAX      
3X1 +2X2 

 SUBJECT  TO 
2X1 +X2 <=   100 
X1    +X2<=   80 
X1            <=   40 

END 

OBJECTIVE FUNCTION VALUE 

1) 180.0000 

VARIABLE     VALUE        REDUCED COST  

X1              20.000000       0.000000 
 X2             60.000000         0.000000 
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ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
2) 0.000000              1.000000 
3) 0.000000              1.000000 
4) 20.000000             0.000000 

NO. ITERATIONS =      2 

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 

OBJ COEFFICIENT RANGES 
VARIABLE      CURRENT   ALLOWABLE     ALLOWABLE 

                             C O EF       I NC REA SE         DE CRE AS E  

X1       3.000000   1.0000       1.0000 
      X2       2.000000   1.000000     0.5000 

RIGHTHAND SIDE RANGES 
ROW   CURRENT       ALLOWABLE        ALLOWABLE 

RHS     INCREASE              DECREASE 
2 100.000000   20.000000        20.000000 
3 80.000000    20.000000      20.000000 
4 40.000000   INFINITY        20.000000 

 
 آخر همين   Lindoحل با(تمرين حل و تحليل حساسيت مساله زير  را با  يك نرم افزار انجام دهيد 

  ).جزوه

Max  Z=32 SM + 55TM +5SB +5TB 
SUBJECT TO 

2) 3 SM +  5TM        ≤ 145 
3) 2 SM +  4TM ≤ 90 
4) SM + SB                ≤ 50 
5) TM      +   TB         ≤ 50 

 تمام متغير ها غير منفي اند
  

  

  

 P0بررسي تغييرات خطي در بردار 
oPبه  P0را از  RHSفرض كنيد كه  bθ θ+ را در اينجا بـا خـود    bايم  توجه بردار  تغيير داده0<

RHS اشتباه نكنيد.  
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0P +θb  اب را θ

0P 0وP +0b 0را به
0P دهيم نشان مي .B oX B P−= oبـا جواب بهينـه فعلـي     1

oP 

Bبه ،  oPرپس از تغييBX. استمحاسبه شده  oX B P B bθ θ− −= +1   .شود تبديل مي 1

Bاگر تمام عناصر  b− ≥1  BXθبه طور نامحدود قابل افزايش است و همواره  θمثبت يا صفر باشند 0

)اما اگر بازاي حداقل يك. كند خود را حفظ مي) و بهينگي(شدني بودن ،θبا هر مقدار )
i

B b i− <1 0 

گـردد   مي نشدنيازآن بگذرد جواب مسأله  θآيد كه اگر  بدست ميθآنگاه يك مقدار بحراني براي 

  . و بايد در جستجوي جواب جديد باشيم

( )
min ( )

( )

X B i B bc ii B b i
θ −= − <−

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

1 01  

βواگر  α ۲  بحراني متوالي براي مقدارθ  باشد وα β< توان نوشت بطور كلي مي:  

( )min ( )
( )

B i
ii

i

X B b
B b

α

αβ α −
−

⎧ ⎫
= + − <⎨ ⎬

⎩ ⎭
1

1 0  

  :مثال

. .

,

Max Z x x

s t x x

x

x x

θ

θ

θ

= +

+ ≤ −

≤ −

≥ ≥

5 3 21
1021

4 21
0 021

 

 
 

0θجدول نهايي براي  = 

RHSS2 S1x2  x1     Z  
۳۸  ۲

  
۳  ۰  ۰  ۱  Z  

۶
  

۱ -
  

۱۱  ۰  ۰
  

x2 

۴  ۱
  

۰۰  ۱  ۰
  

x1  

  بماند؟ را تغيير دهيم كه جواب فوق بهينه باقي θتا چه مقدار 
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( )

( )

*

P b

o B o o o

B B

P X B P B P b B P B b

B b B b

x
X X B b or

x

x
x

θ θ θ

θ
θ

θ

θ θ θ

θ
θ θ

θ

θ
θ

−− − −

− −

−

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = ⇒ <⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = + = = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ −⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

0

11 1 1

1 1
2

21

1

2

1

10 1
4 2

1 1 1 1 00 1 2 2
6 1 6
4 2 4 2

1 1 10
0 1 4 2

θ
θ

+⎛ ⎞
=⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

6
4 2

 

x براي ،θ >2 θتا  x1شود اما  هيچگاه منفي نمي 0 < 0 يشود ولذا بازا ينم يمنف  2 2θ≤ <  XB  

θدر  .ماند مي شدني وبهينه باقي يفعل = ): داريم ـده يتباهجواب 2 )*
X B =

8
0   

θبه ازاي  > در  x1منفي شده وبايد از پايه خارج شود چون  هيچ يـك از ضـرائب سـطر     ۱x اردمق 2

مسـأله بـازاي    ⇐مسأله را حـل كنـيم    Dual Simplexكمك قوانينبمنفي نيست تا بتوانيم جدول 

θ >   .جواب بهينه ندارد 2

θبينيم كه بـازاي   آور باشد با نگاه به مسأله اصلي مي اين نتيجه نبايد تعجب >  محـدوديت دوم  در2

RHS وگردد  كمتر از صفر ميX <1   .).گردد مي منابع مربوطه تمام( 0

   P0مثال ديگر براي تغييرات پارامتري در 

.

Max Z x x x

s t x x x

x x x

x j

θ

θ

θ

= + +

+ + ≤ −

+ + ≤ +

≥ ≥

6 14 131 2 3
1

2 241 2 32
2 4 601 2 3
0 0  

 

  جدول بهينه

RHSθ  S2  S1  x3  x2  x1  Z    

294 10.5θ−  ۵/۰  ۱۱  ۰  ۹  ۰  ۱  Z 

36 5θ−  ۱ -  ۴  ۰  ۶  ۱  ۰  x1  

6 1.5θ+  ۵/۰  ۱ -  ۱  ۱ -  ۰  ۰  x3  

0θبه ازاي  >،6 1.5θ+مثبت باقي خواهد ماند.  
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               ( )( ) ( ). .
B b

− − −−
= =

−
4 1 1 51
1 0 5 1 1 5  

  :از طريق فرمول cθيافتن 

( )
( ) ( )

o
B -1i

c -1 i
i

- x θاوليѧѧѧѧѧѧѧѧѧن36- =min B b <0 =min
-5B b cθ

⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎧ ⎫⇒ = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

36 175 5  

   :راه ديگر از روي جدول فوق

  شود؟ منفي نمي)θ)=RHSθمبتني بر RHSتا كجا 

136-5θ >0
θ =7c 56+1.5θ >0

⇒تѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧا 
⎧
⎨
⎩

 

≥θپس براي  <
10 7 *همين 5

BX مانـد در  جواب بهينه ميθ =
17 بـازاي  .جـواب مـنحط مـي شـود    5

θ >
17   شود منفي شده و متغير خروجي مي x1مقدار  5

  

  :تعيين ميشود Dual Simplexمتغير ورودي براساس روش 

  

  

  

  

RHSθ S2  S1  x3  x2  x1  Z    

θ−312 13  ۰  ۱۳  ۰  ۱۲  ۵/۰  ۱  Z  

θ− +36 5  ۱  ۴ -  ۰  ۶ -  ۱ -  ۰  S2  

θ−24  ۰  ۱  ۱  ۲  ۵/۰  ۰  x3  

  

  دغير منفي باقي بمانRHSθگوييم اين جدول در صورتي بهينه است كه  بعدي مي Cθبراي يافتن 

θ θ
θ

θ θ

⎧− + ≥ ≥⎪ ⇒ ≤ ≤⎨
⎪ − ≥ ≤⎩

136 5 0 7 17 245 524 0 24
 

θدر  =   چه حالتي داريم؟ 24
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θبراي  > 24 مقدار   x 3 . شود، اما سطر دوم هيچ ضريب منفـي نـدارد   منفي شده و بايد از پايه خارج  

Simplexپس براساس ضوابط  جهت اينكه ايـن مطلـب را بهتـر متوجـه     . مسأله نشدني است ثانويه 

جردن بهس دقت كنيد كه محدوديت دوم با اعمال گا. شويد آمده است در زير صورت   

 

(  .        ) .

Z
x
x

z x x x s s
x
s
s

θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= + + + + + = −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2
1 2 3 1 2

3

1

2

0 0 5 2 1 1 0 0 0 5 2 0 24  

θبراي  > شود و اين در حالتي كه سـمت چـپ چـون متغيرهـا      منفي ميرابطه فوق سمت راست  24

θشود پس براي   اند و ضريب آنها مثبت است هيچگانه منفي نمي غيرمنفي > . ميجواب شدني ندار 24

  ).به محدوديت اول توجه كنيد(البته اين ا مر از روي صورت مسأله نيز مشخص است 

  

  
  θنسبت به Z تغييرات  يحنمن ۲۳شكل 

  .مثبت يا منفي شود θگذارند  گيرند و مي را مثبت نمي θها  برخي از كتاب: توجه

  ها بررسي تغييرات در بقيه حالت

غيرپايه تا حـدي  مـورد بحـث و     j Pيك حالت آن در كتاب براي. اي نيست اين امر كار چندان ساده

تر است مسأله از اول حل گردد تا اينكه تحليل حساسيت پارامتري  بررسي قرار گرفته است گاه راحت

  .انجام شود
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و نيز در )bounded variable(متغير هاي کرانداربراي      simplexتدکر به دانشجويان در مورد 

 Winstonکتاب :  Sensivity Analysisو LINDOو نيز    dual-primal simplexمورد 

  به بعد ۲۰۱ص 
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  Transportationمسأله حمل ونقل

اي ارائه  طي مقالهMITاستاد ) F.L. Hitchcok(هيچكاك   توسط ۱۹۴۱اولين مدل حمل ونقل در 

   .شد

  :مفروضات

۱ (m مبداOi )i=1…m ( با تعداد واحدقابل عرضهSi داريم  

۲ (n مقصد(j=1…n)Djمورد تقاضاي با تعداد واحد  dj داريم  

  ij  Cبرابر است با jتا مقصد  iمبدا ازكالا هرواحد هزينه حمل ) ۳

  

iS  nD  .  .  .  
jD  .  .  .  

1D    

1S  1

1

n

n

c
X

  
              11

11

c
X

  1O  

                    .  

                    .  

                    .  

iS          ij

ij

c

X
  

        
iO  

                    .  

                    .  

                    .  

mS  mn

mn

c
X

  
              1

1

m

m

c
X

  mO  

  
nd        

jd        
1d  jd  

  

  هائي براي كاربرد مدل حمل ونقل مثال

تقسيم ميزان توليد لازم از چند نوع كـالاي مختلـف كـه    . نحوه توزيع برق چند نيروگاه بين چند شهر

  .شود مشابه توليد ميتوسط چند كارخانه 

  نحوه تقسيم چند نوع از خدمات يك مؤسسه كه داراي چند شعبه است بين شعبات مختلف ، ت

  گانه mنوع پروژه جهت مميزي و بررسي بين مميزهاي مختلف  nقسيم 

 تقسـيم production scheduling)  (زمـان بنـدي توليـد      نظيـر  time-dependentمسـائل   

  ، ها عمده فروشي خدمات
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Storage /retrieval ( computer files ,customer information ,warehouse 
layout) 

  

  :هدف مسئله حمل و نقل

گانه اختصاص يابد تعيين شود nگانه به مقصدهاي  mميخواهيم تعداد واحدهائي را كه بايد از مبادي 

  .بطوريكه مجموع هزينه حمل كمينه گردد و تمام تقاضاها برآورده شود

  ن استيمسئله حمل و نقل چن يرم کلک في

  :)۱۷۰ص۱۹۶۶, اسميت و جانسون,۱۹۶۹واگنر.۱۹۳ص( 

. . ,...,

,...,

&

m n

i j ij
i j

n

ij i
j

m

ij j
i

ij

Min C X

s t X s i m

X d j n

X for all i j

= =

=

=

⎧
⎪
⎪
⎪

≤ =⎨
⎪
⎪

≥ =⎪
⎩

≥

∑∑

∑

∑

1 1

1

1

1

1

0

 

Xij   =تعداد واحد كالائيكه از مبداi  به مقصدj اختصاص مي يابد.  

Cij   = واحد كال از مبدا هزينه ارسالi  به مقصدj .  

dj   = مقصد درتعداد واحد كالائيكهj  داريمنياز  

Si  = مبدا درتعداد واحد كالائيكهi دراختيار هست.  

  

سه حالت  حمل و نقل )مدل( مسئلهدر 
, ,i j i j i jS d S d S d< > =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑      

  .نديمتوازن گوناديگر حالت دومدل را در حالت اول متوازن و در  .ممكن است وجود داشته باشد

iشرط لازم و كافي براي وجود داشتن جواب شدني مسئله فوق   jS d≥∑ , اسميت و جانسون(مي باشد  ∑

۱۹۶۶(  
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  )با ميزان عرضه و تقاضاي برابر( مدل متوازن حمل ونقل 

هست اينست كه در مدل ترين حالتي كه  ساده
ij j

i

ij i
j

X d

X S

⎧ =
⎪
⎨

=⎪
⎩

∑

∑
   

  :چنين خواهدبود مدل برنامه ريزي خطي مساله

n

ij i
j=1

m

ij j
i

 Min

. .

m  محѧѧѧѧѧدوديت بصѧѧѧѧѧورت تسѧѧѧѧѧاوي   I) x =s i=1,...,m

n  محѧѧѧѧѧدوديت بصѧѧѧѧѧورت تسѧѧѧѧѧاوي    II) x =d j=1,...,n

ij ij

i j

C X

s t

X ≥

∑∑

∑

∑
0

    

مدل فوق  يوجود جواب شدن يبرا يلازم و کاف ک شرطي
n

j i
j

d S
=

=∑ ∑
1

 )Hadley.1963. ۲۷۹ص ( 

   .است

 ـت ها در مدل حمـل و نقـل   يتوان نشان داد اگر همه محدود يمبه عبارت ديگر   يه صـورت تسـاو  ي

  كند كه  اين مدل ايجاب مي  .باشد متوازن بايد مدل وبخواهد مساله جواب داشته باشد  باشند

n m

j i j ij i
j j i i j i

d X X S
= =

= = =∑ ∑∑ ∑∑ ∑
1 1

 

  

اعداد صحيح   dهاjوSهاiدر ضمن اگر تمام  يعني ميزان كل عرضه وكل تقاضا دراين مدل برابرند

 ۱۹۶۳هدلي ،و ۱۶۷ص ۱۹۶۷هليه و ليبرمن ،(ح خواهند بوديير جواب بهينه اعداد صحدباشند مقا

  ).۲۸۰ص

m: مسأله  ياسا س يتعداد متغيرها خواهيد ديد  n+ −1  

i,ت ديگر يعنيحالا j i jS d S d< >∑ ∑ ∑ قرار بررسي   بعداٌ است  ر متوازن يکه غ∑

  ) ۲۵۸و ۲۵۷مهرگان ص از (خواهد گرفت 

  ثانويه مدل فوق 

را  jV و Iمحدوديت نوع متناظر ثانويهرا متغيرهاي  iUمدل فوق  ثانويه مساله نوشتنبراي 

  .بگيريد IIمتغيرهاي دوآل محدوديت نوع 

     irmgn.ir
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m n

y i i j j
i=1 j=1

i j ij

i j

Max Z = s U + d V

U +V C i, j

U , V آزاددرعلامѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧت=

≤ ∀

∑ ∑
:دوال مسئله فوق  

   ١حمل ونقلسيمپلکس  با روش حل مسائل حمل ونقل

  

  .گيرد ميفاز صورت ۲طي حل مسائل حمل ونقل 

به ( ابتدا بايد آنرا متوازن نموددر حل دستي نباشد )  بالانس (لازم به ذكر است اگر مسأله متوازن 

يعني يك مقصد مجازي و يا مبدا مجازي با تقاضا يا ظرفيت برابر تفاضل  .) دكتر مهرگان رجوع شود ۱۳۷ص

∑ ݆݀ , ∑   . به جدول اضافه نمود ݅ݏ
  :هزينه خانه هاي مجازي 

ijC M=و هزينه هاي داده شده در مسئله براي   .براي خانه هايي که اختصاص بدانها غير ممکن است

  .خانه هاي مجازي مشخص شده 
  

  

  

The Transportation simplex Method   
  

  ازجمله Heuristicاز روشهاي  يکيبه  (bfs)اوليه هتعيين يك جواب شدني پاي: Iفاز 

  ) North- west corner(چپ بالايي روش گوشه )۱

 Minimum costهزينه ) كمترين (روش حداقل )۲

 Mيا روش  )approximation Method Vogel(روش فوگل  )۳

 s Minimum row method)   (روش حداقل سطر )۴

 ) Russel approximation method(روش تخمين راسل  )۵

                                     
1 Transportation simplex algorithm 
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يكسان بـه دسـت  نمـي     bfsدر استفاده از يكي از اين روشها لزوماً يك  دو نفر :يك نكته قابل توجه

     .آورند

 
 
 
 

    IIفاز 

در صورت بهينه نبودن سعي در بهبـود دادن آن  و  ۱بررسي بهينه بودن يا نبودن جواب پايه فاز : IIفاز

  :رييكي از روشهاي زبا

 uvا روش يل شده يع تعديتوز - ۱

 )stepping stoneروش پله سنگ (ميروش مستق - ۲

تعيين متغير  ۲تعيين متغير ورودي و مرحله  مرحله اول: در دو مرحله صورت مي گيرد IIالبته خودفاز 

  وبازگشت به مرحله اول  د تابع هدفيمقدار جدخروجي براساس شرط شدني بودن، محاسبه 

  

  (Starting basic feasible Solution) اوليه bfsيا  تعيين جواب پايه شدني: Iفاز 

فـرض براينسـت كـه    مـدل   دربعبـارت ديگـر  .  متوازن استنمائيم  در مدلي را كه بررسي مي

i jS d=∑ mهاي مستقل  تعداد محدوديت . ∑ n+     ـنيست بلكـه يكـي از روي بقيـه قابـل ت  ين عي

  مثلاً.است

  

  D3 D2 D1   

S1       O1 

S2       O2 

S3       O3 

S di j∑ ∑=  d3 d2 d1   

  

     irmgn.ir



  ඟ໊مانੀ७ید باප෉ر  دا௉ه ਣभی دا஺ه  -േॐید بازرگان-਼࡛࣪ق భ ࠫمൎیاتূ 

 

189
11 11 33 33

11 12 13 1

21 22 33 2

31 32 33 3

11 21 31 1

12 22 32 2

13 23 33 3

...

3

3

Min Z C X C X

X X X S
m X X X S

X X X S

X X X d
n X X X d

X X X d

= + +

⎡ + + =
⎢

= + + =⎢
⎢ + + =⎣

+ + =⎡
⎢= + + =⎢
⎢ + + =⎣

  

iيكـي از معادلات را نداشته باشيم با توجه به اگر  jS d=∑   .بدست مـي ايد ∑

mپس  n+ ن تعداد در جواب شدني پايه ابتدايي بايد متغير پايه داشته باشيم يمعادله مستقل و بهم 1−

mداراي   ه شدني يدر اين فاز بدنبال يك جواب پالذا  n+   .هستيممتغير با مقدار مثبت 1−

  

  ) bfs(جواب اوليه پايه براي يافتن  گوشه چپ بالايي روش

ijCو  يمجاز يخانه ها يصفر براijCهزينهد با ييس را در صورت لزوم متوازن نمايماتر:۰گام  M=

و يا هزينه هاي داده شده در مسئله براي خانه هاي   .ر ممکن استيکه اختصاص بدانها غ ييخانه ها يبرا

  .مجازي مشخص شده 

  

  .بناميد ijNس حمل ونقل متوازن خانه  چپ بالائي را مشخص و آنرا يدر ماتر: ۱گام

}مقدار  ijNبه خانه: ۲گام }min ,i jS d را اختصاص دهيد.  

i,از : ۳گام jS d  خانهباندازه ميزان اختصاص داده شده به ijN  سـطر {كسر كنيد لذا حداقل يكي ازi 

سطر يا ستون صفر شده را از ماتريس حذف وبه گام بعد برويد اگر يـك   .صفر مي گردند j}و ستون 

  .ديسطر ويك ستون همزمان صفر شدند تنها يكي را از  ماتريس حذف كن

 ۱و گرنه به گـام  ه استايه اوليه بدست آمدجواب شدني پ ، اگر هيچ سطر و ستوني باقي نماند: ۴گام

  .ديها را تکرار کن برگرديد و گام

  

اختصاص حمل ونقل زيراعداد هر خانه هزينه  جدول يه براياول يه ايمطلوب است جواب پا : ۱مثال 

  :.به هر واحد را نشان ميدهد
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}به اندازه  O1D1تخصيص به خانه :   Iتكرار   }min ,= 4 ميزان سـه واحـدو    S1واحد ، كسر از   3۳

  D1حذف 

}به اندازه  O1D2تخصيص به خانه : IIتكرار  }min ,= 3  ميزان يك واحدو S1سپس كسر از  واحد۱ 1

  O1 به اندازه يك واحد و سرانجام حذف سطر d2و صفر شدن آن و كسر از 

}به اندازه  O2D2تخصيص به خانه : IIIتكرار  }min ,= 3  ميزان دو واحدو d2 , s2كسر از . واحد۲ 2

  D2و حذف ستون 

 O2واحـد و حـذف سـطر     ۱به انـدازه   d3و  S2كسر از  O2D2به خانه  واحد ۱تخصيص: IVتكرار 

  S2بواسطه صفر شدن 

 D3حذف ستون به ميزان دو واحدو d3و s3کسر از  و O3D3به خانه واحد ۲ تخصيص : Vتكرار 

  O3D4واحد به  ۴اختصاص  :VIتكرار  

نه هر خانه در مربع يهز .م يشو يماند متوقف م هيچ سطر و ستوني باقي نمي VIتكرار  از  چون پس 

  .نوشته شده است

  
  :مساله ) bfs(جواب پايه اوليه

۳۴X ۳۳X ۳۲X ۲۲X ۱۲X ۱۱Xمتغير هايXB  

 تعداد  ۳  ۱  ۲  ۱  ۲  ۸

۳  ۳  ۶  ۶  ۶  ۸  
i jC  

۸۶ =۸×۴+۳×۲+۶×۱+۶×۲+۶×۱+۸×۳  =Z=CBXB  =هزينه جواب 
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1= تعداد متغير پايه   n=۴= هاتعداد مقصد    m =۳= تعداد مبادي  6m n+ − =  

  مقادير كليه متغيرهاي ديگر صفر است 

iاما . گردد سريعاٌ انجام ميگوشه چپ بالايي اگر چه عمليات روش  jC گيرد و يـك   ها را در نظر نمي

روشهاي  .شود يح ميتشركه بعداً   RAM و VAM روشهاي.دهد جواب پايه شدني خوب ارائه نمي

  .اند اوليه نسبتاً كارايي براي تعيين جواب پايه شدني

   مدل كردن توازنمعدم توازن عرضه و تقاضا و 

  توضيحي در مورد متوازن كردن مدل بهنگام عدم توازن عرضه و تقاضاي مسئله

  

  ) ۲۵۷مهرگان ص (شتر است يکل ب يعرضه کل نسبت به تقاضا -۱حالت 

  

i که يهنگام jS d>∑ م تا مسئله يريدر جدول در نظر بگ يک ستون مقصد مجازيد يباشد با  ∑

در مسئله  ينه اياگر هز  [بماند  يعرضه مبداها در آن ستون باق يها ياضاف ،و پس از حل دمتوازن شو

ن ينه  ارسال به ايهز ]د در مسئله داده نشده باشد يجد ين ستون مقصد مجازيا يخانه ها يبر ا

. بگيريد M اگر به يك خانه مجازي نبايد مقداري تعلق گيرد هزينه آنرا  ديريرا صفر در نظر بگ يمقصد مجاز

  . }د آن را در نظر گرفتيدارد با ينه ايهزو الا اگر 

  مثال

.  ن کننـد يرا تام۵۰۰و  ۱۵۰۰مقصد با درخواست  دو يد تقاضايبا ۲۱۰۰و  ۵۰۰ يمبدا با عرضه ها دو

  ديل دهيجدول متوازن را تشک

  يبا تقاضا يک مقصد مجازيشتر است يب) ۲۰۰۰(از مجموع تقاضا  )۲۶۰۰(چون مجموع عرضه 

  .ر بشوديد در نظر گرفته و جدول مطلق زيبا ۲۰۰۰-۲۶۰۰=۶۰۰ 

  

  

  

S  مقصــــد

  يمجاز

  

500  
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2100 

  600  500  1500  D 

  

  خواهد بود m+n-۱=   ۲+۳-۱=۴برابر  ياساس يرهايتعداد متغ

  

 ،۲۵۸و مهرگان ص ۳۴۳ص  Winston,1994( شتر است يکل از عرضه کل ب يتقاضا – ۲حالت 

ignizio  287ص (  

  

j که يهنگام id S>∑ پس شرط داشتن . ندارد يواقعاً مسئله جواب شدن.ميکمبود دار يعنيباشد  ∑

∑جواب شدني  ݆݀ ≤ ∑   .مي باشد ݅ݏ

تقاضاها برآورده نشده  ينست که تا آنجا که ممکن است تقاضاها برآورده شود البته برخيل بر ايگاه تما

∑در اين حالت براي متوازن كردن يك سطر مجازي عرضه . ماند يم يباق ݆݀ െ ∑ در اضافه كنيد         ݅ݏ

  .رديگ يتعلق مبه خانه هاي مجازي) ينه كمبودهز(  يمه ايت غالباً جرين وضعيچن

اگر در خانه اي نبايد كمبود اتفاق بيفتد . اگر جريمه تعيين  نشود هزينه خانه هاي مجازي صفر در نظر بگيريد

  .اختصاص دهيد Mهزينه آن خانه را 

  

 ۳و۲و۱نه کمبود هر واحد در مقاصد يد هزيرير را در نظر بگين جدول نامتوازن حمل و نقل زيتمر

  ..متوازن كنيد آنرا ،باشد يواحد پول م ۲۳و ۲۲و۲۰ب يبترت

  

S   

 ଵଵ=7ܥ ଵଶ=8ܥ ଵଷ=10ܥ  50
 ଶଵ=9ܥ ଶଷ=7ܥ ଶଷ=8ܥ  50

  40  40  40    
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  بهينه اين مسئله عبارتيت ازجوابتوجه كنيد كه 

ଵଵݔ  20=
כ ଷଵݔ     

כ ൌ ଶଷݔ ,20
כ ൌ ଶଶݔ ,40

כ ൌ ଵଶݔ ,20
כ ൌ 30  

نه يک سطر به جدول و حل آن جدول بهيبصورت ) کمبود( يک منبع مجازيپس از اضافه کردن  يعني

ଷଵݔ.(برآورد نشده دارد يواحد تقاضا ۲۰که  يجواب. شود  ير حاصل ميز
כ ൌ 20(  

  

  

S   
  ر       50
50        
ܥ 20 ܥ 23= ܥ 22=   منبع مجازي 20=

  40  40  40  d 
  

   )bfs(جواب اوليه پايه براي يافتن ) VAM(تخمين فوگل روش 

,D.V.Reifeald  توسط فوگل روش W.R Vogel  گرديدتدوين  ۱۹۵۳در  

  :چنين است بطور خلاصه bfsمراحل روش براي يافتن 

  .درصورت لزوم ماتريس را متوازن كنيد: ۰گام

به هر سطر و ستون اعدادي موسوم به اعـداد جريمـه بـر طبـق      ،متوازنماتريس حمل ونقل در: ۱گام 

نگر جريمه احتمالي عدم اختصاص يك تعداد ااعداد در واقع نماياين  .دستورالعمل زير اختصاص دهيد

  .به يك خانه است

جريمه سطر  
N

i

P =i= دوتفاضل كوچكترين قدر مطلقijC  آن سطر  

جريمه ستون
N

j

P =j = دوتقاضل كوچكترين قدر مطلقijC  آن ستون  

  .مه صفر شوديجر يعنيگر باشند يکديبا يتواند مساو يعدد مدون يکوچکتر

رسيد جريمه را مجدداً محاسبه كنيد چون امكـان دارد تغييـر    مي ۱گام  به در هر تكرار جديد كه: تذكر

  .كرده باشند

20 30

10 40

20
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درصورت منحصربفرد نبـودن  . سطر يا ستوني را مشخص كنيد كه بزرگترين جريمه را داراست: ۲گام

است كه سطر يا ستوني انتخاب شود كه كمترين  ن يک راه ايگرچه (دلخواه يكي را برگزينيدميتوانيد ب

ijC هر انتخاب ممکن است البته . )باشد در آن جا ميbfs   داشته باشدبه همراه متفاوت.  

را دارد  ijCاي كـه حـداقل    ، تعداد ممكن را به خانـه  ۲سطر يا ستون مشخص شده طي گامدر : ۳گام

. سطر يا ستون صفر شده را حذف كنيـد  .را تعديل كنيد jو تقاضا ستون  iد عرصه سطرياختصاص ده

تنها يكي را حذف كنيد و ديگري را با مقدار عرضه يا . اگر يك سطر يا يك ستون همزمان صفر شدند

  .تقاضاي صفر نگه داريد

  .است) degenerate(صفر شدن همزمان يك سطر ويك ستون نمايانگر جواب تباهيده

ه دهيد تا يك جواب شدني اوليه بدست آيد يعنـي تمـام واحـدهاي كـالا     را ادام ۳تا  ۱گامهاي : ۴گام

يا هيچ سطر و ستوني بـاقي  (اختصاص داده شده باشند و حداكثر يك سطر يا ستون حذف نشده باشد

  )نمانده باشد

  

   فوگل روشيك مثال براي 

  

  
  خلاصه نتايج تكرارها در جدول زير آمده است           

تكرار جواب اوليه براي مثال فوق با روش فوگل بدست آمده و در هر تكرار  5جدول زير نشان مي دهد كه طي 
  . چه متغيري مقدار پيدا كرده است

  

  

Cij تعداد  
  متغيرپايه

B.V  

  

  

  خانه

Cell  

  سطريا ستون

شده در ه گزيد

  شماره تكرار

(Iteration#)
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  ۲گام 

۲    ۳  X32 O3D2  ۲ستون  I 
۲    ۳  X24    O2D4  ۲سطر  II  

۲    ۱  X14    O1D4  ۴ستون  III  

۴    ۳  X31    O3D1    IV  

۴    ۳  X13    O1D3    V  

۸    ۰  X11   O1D1    VI  

  

۳۸  =۲×۳+۲×۳+۲×۱+۴×۳+۴×۳+۸×۰=Z=CBXB 

 .بود Z=86توجه كنيد كه اين جواب نسبت به جواب حاصل از روش قبلي كه داراي جوابي با هزينه 

 .بهتر است

  bfs١براي يافتن ) RAM(تخمين راسل روش 

  .......مقدمه
iUن متد به هر خانه مقداريدر ا VjCij ij∆ = − −%   ابد که در آني ياختصاص م %

iU% در هر تكرار براي هر سطر باقيمانده تحت بررسيi بزرگترين ، برابرام  i jCمي باشدسطر  رآنباقيمانده د  

Vj
i بزرگترينبرابر ام، jدر هر تكرار براي هر ستون باقيمانده تحت بررسي  % jCباشد يمستون آن  باقيمانده در.  

  .ر استيدر هر تکرار مراحل به شرح ز

iUمطابق فرمول ∆ijدار قک ميکه قبلا انتخاب نشده  ijهر خانه  به - VjCij ij∆ = − −% اختصاص %

  .ديده

  .را اختصاص دهيد  مقدار  ممكن ، ∆ijترين  با منفي ijXبه  - 

سطر يا ستوني را كه مقـدارش  صـفر شـده    ..عرضه و تقاضاي سطر و ستون مربوطه را تعديل كنيد -

  .ف و به تكرار  بعد برويدذحرااگر همزمان صفر شدند يكي  .حذف كنيد

  )RAM(راسل  مطلوبست يك جواب اوليه براي مسأله زير باروش ۱مثال 

ui% كراردومت  ui% كرار اولت  
iS  D2  D1    

                                     
  )۱۳۷۹(يريبرمن ترجمه مدرس وآصف وزيهليه و ل:از  1

},min{ djSiXij =
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۳  ۳  ۱۵  ۳         5 

 -4 
۲           10 

-1-M 

O1  

۴  M  ۳۵  ۴         35 

  M-4 
M

           -M  
O2  

      ۴۰  ۱۰  
jd  

      ۴  M v j%
  كرار اولت 

      ۴    v j%
  كراردومت

  

در تكرار اول  منفي ترين 
ij∆ = }پس  11∆ }11 min 15,10 10X = =.  

در تكرار دوم منفي ترين 
   X ij= ∆ = ∆3522 22  

  X12= ۵است          O1D2در تكرار سوم تنها خانه باقيمانده  

( ) ( )Z = × + + = + + =2 10 3 5 4 35 20 15 140 175  
  متد راسل براي جدول زيرمطلوبست يك جواب اوليه پايه با    ۲مثال 

iSD5D4  D3  D2D1    

۵۰  ۱۷  ۲۲  ۱۳  16  ۱۶  O1  

۶۰  ۱۵  ۱۹  ۱۳  ۱۴  ۱۶ O2  

۵۰  M  ۲۳  ۲۰  ۱۹  ۱۶  O3  

۵۰    ۰  ۰  M۰  M  O4مجازي  

  ۶۰ ۳۰  ۷۰  ۲۰  ۳۰  
jd  

     حل

  در اولين تكرار در سطر اول          تکرار اول      

1Uسطر اول ijC بزرگترين= ۲۲ 1Vستون اول  ijC بزرگترين= M و  %= =%  

∆ =C -U -V =16-22-M=-6-M11 11 1 1
% %  

∆45  برابر ∆ijترين در جدول زير نشان داده شده است منفي ∆ijمقادير  =-2M  است.  

}به آن  خانه  }min , =50 60   X45=50اولين متغير پايه . دهيم را اختصاص مي 50

  تكرار اول 

ui%  iSD5 D4  D3  D2 D1    

۲۲  
۵۰  

۱۷  

M -۵ -  

۲۲  

23 -  

۱۳  

M -۹ -  

16  
-25 

۱۶  

∆ =-6-Mij  

O1 

۱۹  ۶۰  ۱۵  ۱۹  ۱۳  ۱۴  ۱۶ O2  
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M -۴ -  ۲۳ -  M -۶ -  ۲۵ -  M -۳ -  

M 
۵۰  

M
M -  

۲۳  

M -  

۲۰  

2M -۲۰  

۱۹  

M -۱ -  

۱۹  

M۲ -۱۹  

O3 

M 

  

۵۰  ۰ 

M۲ -  

۰  

۲۳-M -

M  

M -  
۰  

M -۱۹ -  

M
M -  

O4مجازي  

    60 ۱۰ ۳۰  ۷۰  ۲۰  ۳۰  
jd  

مقدار اختصاص 

يافته در اولين 

X45تكرار =50  

→  
M ۲۳  M ۱۹  M v j%

  كرار اولت

  

  ۲تكرار 

j, ۴پس از حذف سطر  ۲در تكرار  iv U%%  ها وij∆شود  هاي جديد محاسبه ميx15 ن يتر يمنف داراي

ij∆15. (است 5 2M∆ = 15پس در تکرار دوم ) − 10X   .نطور تا آخريو هم =

  

  

  

  

  

iU VjCij ij∆ = − −%   تكراردوم%

iU
~

  Si D5  D4 D3  D2  D1    

۲۲  ۵۰  ۱۰   ۱۷  

M -۵ -  

۲۲  

۲۳ -  

۱۳  

۲۹ -  

16
۲۵ -  

۱۶  

۲۵ -  

O1 

۱۹  ۶۰  ۱۵  

M -۴ -  

۱۹  

۲۳ -  

۱۳  

۲۶ -  

۱۴  

۲۴ -  

۱۶  

۲۲ -  

O2 

M  ۵۰  M+  

M -  

۲۳  

M -  

۲۰  

M -  

۱۹  

M -  

۱۹  

M -  

O3  

  O4  در تكرار اول حذف شد          ۵۰                      

    
10

60
  ۳۰  ۷۰  ۲۰  ۳۰  dj  
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    M ۲۳  ۲۰  ۱۹  ۱۹  

jV
~

 
  .شود ستون پنجم حذف ميوبدست مي آيد   X15=10: دومين متغير پايهدر تکرار دوم 

  .شود نتيجه تكرارها در جدول زير ديده مي

 iU
~

jVو 
~

 جدول متناظر در Xij ههر تكرار با مقدار اختصاص داده شده ب ∆ijترين منفي هاي تكرارها

 دوش زير ديده مي

iدر هنگام متوازن كردن  jS d<∑ منبـع مجـازي   (با فرض كمبود مجـاز در مقاصـد يـك سـطر      ∑

m+1 (توجه اگر در مقصدي مثل . شود اضافه ميj كمبود مجاز باشدهزينه خانه را )1,m jC يا (صفر)  +

واحـد كمبـود    aاما اگر در اين مقصد  . گيريم در نظر مي)  برابر هزينه کمبود براي هر واحد داده شده

تقسـيم   'j", jرا بـه سـتون    j dدر اينصورت سـتون  ) a+b=dj(واحد كمبود غيرمجازباشد  bمجاز و 

,1=۰و  'jبراي ستون  aكنيدبا اختصاص تقاضاي  'm jC و ''jبـراي سـتون    bو اختصاص تقاضـاي    +

1, ''C Mm j =+
,1 زيرا به خانه.   ''m j+   نميخواهيم مقداري  تعلق گيرد چون هر مقدار كه تعلـق

  .گيرد دال بر کمبود است

 
  

  

  

 
 

  :جواب پايه اوليه      

متغير پايهمقدار  

(XB عناصر(  ij∆  vمنفي ترين  5%  v%4  v 3%  v%2  v 1%  
~
u 4  

~
u 3  

~
u 2  

~
u   تكرار  1

X =45 50 M∆ = −45 2  M  ۲۳  M ۱۹  M M  M  ۱۹  ۲۲  ۱  

X =1015  M∆ = − −15 5  M۲۳  ۲۰ ۱۹  ۱۹  M ۱۹  ۲۲  ۲  

X = 4013  ?∆ = −13 2   ۲۳  ۲۰ ۱۹  ۱۹  ۲۳ ۱۹  ۲۲  ۳  

X = 3023  ∆ = −23 26   ۲۳  ۲۰ ۱۹  ۱۹  ۲۳ ۱۹    ۴  

X

or X

=

=

30
21

30
22

 
∆ = −⎧ ⎫
⎨ ⎬∆ = −⎩ ⎭

21

22

24
24  

    ۱۹  ۱۹  ۲۳ ۱۹    ۵  

X =031   ۶               لازم نيست 

X = 2032                   

X = 3034                 
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2570
B BZ C X=

=  
                 

 
  :روش راسل بامطلوبست يافتن جواب اوليه مسأله زير  :۳مثال

 .وجـود نـدارد  ۴به مقصـد  ۳ارسال از منبع  امکان  اول مجاز است و  مقصد  واحد كمبود در  ۲۰تنها 

  .هزينه ها و مقادير عرضه وتقاضا داده شده است .ستيکمبود در مقصد دوم مجاز ن

  

Si IV III II I   

۵۰  ۱۷  ۲۲  ۱۳  ۱۶  O1 

۶۰  ۱۵  ۱۹  ۱۳  ۱۴  O2  

۵۰    ۲۳  ۲۰  ۱۹  O3  

  ۶۰  ۳۰  ۷۰  ۵۰  dj 

  

 
سـتون بـا    ۲كنـيم و سـتون اول را بـه     را اضـافه مـي   ۴O يمجـاز منبع  . يستمتوازن ن  مساله جدول

مقادير داخل .ميدهيم Mهاي ممكن وغير ممكن صفر و  خانه به كنيم و  تبديل مي ۳۰و  ۲۰تقاضاهاي 

  است RAMجواب پايه اوليه حاصل از روش  ،دواير

  )تكثير شود(شده تشريح  .محاسبات كامل در جزوه دستيوجزئيات آن كه  

  

 D' 1 D" 1  D2 D3 D4 Si 

O1  
16   16   13   22   17   50 
          40        10  

O2 14    14   13   19   15   60 
  30       30         

O3
19   19   20   23   M   

50 
  0   20       30     

O4  

مجازي

M   0   M   0   0   
50 

                  50 

dj 30 20 70 30 60 210
           

  .بدست آيد Z=2570جواب با اين 
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  :مسأله حمل ونقلمقابله با تباهيدگي در جواب اولين پايه يك 

در جـواب پايـه شـدني اوليـه      Degeneracy( تباهيـدگي  از جمله راههاي مرسوم براي مقابلـه بـا  

به آن متغيرپايه جواب است كه مقدارش صفر اسـت  ) اپسيلن εمثلا (اختصاص يك مقدار خيلي كم 

  .دهيم تا جواب بهينه بدست آيد  وسپس حل مسأله را ادامه مي

  

    The Trasportation simplex Method- phase II بهينگي جواب II :فاز

  

شـود كـه    بر روي آن عمـل نكنـد مشـخص نمـي     IIاي هر چند بهينه هم باشد تا فاز  هيچ جواب پايه

بهينه تشـخيص داده نشـود    Iفاز  جوابِ ،پس از بررسي بهينگي اگراست در اين فاز )optimal(بهينه

پذيرد كه مطمئن شويم كه بهبود بيشتر جواب   وقتي پايان مي IIفاز. رويم نبال بهينه نمودن جواب ميبد

روش ) كه ازآنجمله اسـت الـف  . وجود دارد IIفاز انجام هاي متنوعي براي روش .  امكان پذير نيست

UV  روش پله سنگ ) ب  

مي توانيد ... روش پله سنگ را  در مراجعي همچون حمدي طه ،  صفحه. تشريح مي شود  UVذيلاً روش 

  مطالعه كنيد

  

  UVروش 

  يا روش مضربها MODI(Modified Distribution)يا روش  UVروش  

  بهينه نمودن جواب شدني پايه اوليه براي 

  :مقدمه

غير ( ك جواب پايه شدني اوليه يبايد تكميل شده باشد يعني  Iفاز  MODIبراي استفاده از روش 

ابتدا     مطابق روشي كه در اين روش بهينه بودن جواب پايه فعلي را . ميدر اختيار داشته باش) تباهيده
هاي ديگر مد نظر قرار  شويم و گرنه خانه اگر بهينه بود متوقف مي . كنيم مي بررسي .گفته خواهد شد

  .گردد اي توزيع مي گرفته و عرضه وتقاضا بين آنها بطور تعديل شده

حمل ونقـل خـود را   مساله  Dual وPrimal است ابتدا Dualityمبتني بر تئوري  UVچون روش 

  .نويسيم مي
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هـر خانـه در    X ijمتعلق به يك خانه اسـت و   Primal  Xijتوجه كنيد كه هر  Dualجهت نوشتن 

وديگـري    jدخالت و شركت دارد يكي محدوديت مربوطه بـه سـتون    Primalت  يمحدود ۲تنهادر

  .باشد مي ۱محدوديت  ۲در اين  ijXضريب .iمحدوديت سطر

i i j j
j

i j ij

i j

Dual: Max S u + d v

u + v C i=1,...,m j=1,...,n

 u , vآزاد
≤

∑ ∑
 

  .متغير   m+nمحدوديت  داردو  n×mفوق  Dualمدل 

مقدار ضريب هر متغير متناظر در مسئله اوليه را  dualبياد بياوريد كه تفاضل سمت چپ و راست هر محدوديت 
ij-در اين جا  .  (در سطر تابع هدف در جدول سميپلكس به مامي داد ijz c   ).ijxبراي  =

اي  بـراي هـر متغيـر پايـه     ،در اختيـار داشـته باشـيم    Primalاي بـراي   اگر يك جواب پايهدر ضمن 

0i j ijz c−   :شود متناظر با آن بصورت تساوي برآورد مي Dualو لذا محدوديت  =

i ju v ( ij(نѧѧѧوع ij ijz c C A− = ⇒ + = =0 0  

مجهول  m+nبا  Aمعادله از نوع  m+n-1اي داريم پس يك دستگاه شامل  متغير پايه m+n-1چون 

  .داريم

و بقيـه مضـربها   ) 1Uغالباً صفر و بـراي (كنند  دلخواه براي يكي از متغيرها فرض ميمقدارمعمولاً يك 

)Vj ,Ui  پس از تعيين كليه. نمايند را معين مي) ها Vj ,Ui بدنبال بهبود جواب پايه فعلي بوده ولذا  ها

  .گردد ورودي و خروجي تعيين ميمتغير 

ا ببياد بياوريد كه مسأله كمينه سازي است پس متغير ورودي از بين متغيرهاي غير موجود در پايه 

ijمقدارمثبت ترين  ij i j ijz c u v c− = + )منفيمقدار كوچكترين اي − )ij i j i j ijc u v u v c− − = − + −   

  گردد انتخاب مي

 براي بهبنه نمودن جواب اوليه MODIيا  UVشرح روش 

 : 1گام
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 i=1,…,mرا نسبت دهيد  iu از ماتريس حمل ونقل مضرب iبه سطر 

  j=1,…,nرا نسبت دهيد  jvاز ماتريس حمل ونقل مضرب  jبه ستون         

  ).يدناي اشتباه نك پايهنها را با ضرايب روش راسل در تعيين جواب شدني آ( -

iي معادله لاي در جواب فع براي هر متغير پايه j iju v c+ يـك دسـتگاه   . ها معلومند ijcرا بنويسيد  =

m+n-1  معادله شاملm+n آيد براي  مجهول بدست ميU1  صفر را اختصاص دهيد وبقيه مضربها را

  .بدست آوريد

  .ها را مجدداً حساب كنيد Vj ,Ui تذكر در هر تكرار 

 2گام 

ijهاي محاسبه شده  Vj ,Uiبا توجه به :  i jc u v− هاي خالي را محاسبه كنيد اگر تمام اين هـا   خانه −

 مراجعه شود بعد به مثال صفحه .جواب فعلي بهينه است بودند ير منفيغ
 
  

  متغيروروديتعيين 

 :۳گام 

ijترين   آن خانه خالي با منفي  i jc u v−   .متغير ورودي است گاهيجا −

  .مشخص مي شود)  loop(تعيين متغير خروجي به كمك رسم  يك حلقه:  متغير خروجيتعيين 

 :۴گام 
را از  متغيـر ورودي  مقـدار  ).توضيح داده خواهد شد Loopنحوه ترسيم  (رسم كنيد Loopبراي خانه شامل متغير ورودي يك  

کنـد مقـدار     يآنطور که اقتضـا م ـ loop ير هايه متغياز بق ت ها يمحدود يحفظ تساو يبرا د ويده رييتغ  +θ  مقدار صفر به 

θ−  ايوθ+ هاي با   كم يا اضافه كنيد از ميان خانهθ−  درloop     خانه با كمترين مقدار را بعنوان متغيـر خروجـي انتخـاب ،

  .كنيد

هـائي كـه در    خانه متغير خروجي را به مقـدار خانـه   مقدارجهت تشكيل جدول جديد باندازه  - ۵گام

جـدول جديـدي تشـكيل    . كم كنيـد اند  −θهائي كه داراي  خانهمقداراند اضافه و از  +θسير دارايم

  .گرديدبر ۱ به گام . شود كه شامل جواب پايه جديد است مي

  ( ) ( )i ju vij ij ijZ z c cθ θ∆ = − − = −   بهبود نسبت به جدول قديم−

 UVبراي تعيين متغير خروجي در روش  ۴گام  (Loop) حلقهتوضيح درموردتعيين نحوه 
. رود و چندين متغيرپايه تشكيل شده  و در تعيين متغير خروجـي بكـار مـي   ) غيرپايه(حلقه از متغير ورودي 

شروع و ختم حلقه متغير ورودي است و شامل قطعات بهم متصل متوالي افقي و عمودي است كه در دو سر هر قطعه 

حركت در جهت . اند متصل) ورودي(قطعه اول وآخر كه به متغير غيرپايه  ۲اي قرار گرفته است باستثناي  يك متغير پايه
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، حلقـه   

ورودي   

در هـر   

( ه کـرد 

سـتون    

 

O1

O2

O3

O4

dj 

Vj 

U1+V 

1 clock
2 Coun

اي مفـروض، يه

وط بـه متغيـر 

 .پـرش نماينـد   

 ـتـوان ته  يم ـ  هي

  

سـطر يـا س   

D1 

1
2   

  20  

2
3 

  
  

3
3   

  10 

4
4 

+2 
  

30 

V1=

 V1=C11=2

kwise 
ter-clockwise

ر هر جواب پاي

اي حلقه مربو ايه

ك متغير پايـه پ

به شرح بـالا م 

  

Vj ,Uiعيـين   

D2 
1  

0   3 

2  

  2 

5 
+ 

0   

2
2 

+ 
  

50 

2 V2=

چون  ه است

e 

د ) CCW( ٢ت

ين متغيرهاي پا

د ويا از روي يك

loopک يتنها 

:يگر عبور كنند

  ب 

طلوبسـت تعي

  ).ست

2 D  

 3 

30   

 2 

20   

+3
4 

  

+1
2 

  

0 2 

=1 V3

 X11 در پايه

هاي ساعت قربه

ر خروجي از بي

ر عمودي باشند

ه ير پاير غيمتغ

ند از روي يكدي

  

بهينگي جواب

زيـر مطجدول 

کمينه سازي اس

D3 D 

+2
3 

  

  4 

20   

+2  
2 

  

+1
1 

 
0 4 

=1 V4

.گيريم صفر مي

شد يا خلاف عق

متغير. بفرد است

اند متقاطع بطور

هر  ي شده برا

 حلقه مي توانند

Vj و بررسي

ص شده در ج

مسئله کم(ت؟ 

D4
+2 

2 

  

+2 
3 

  

  ۴ 

39    

   2 

1    

40
4=1 V

,11 XX ( ص

   

  ඟ໊مانੀ७ید باප෉ر  ஺ه 

CW (ميتواند باش

يرپايه منحصر ب

توا مي  ت حلقه

داده يه ايب پا

قطعات .)۱۵۰ 

 Ui,ن مقدار 

اي مشخص پايه

واب بهينه است

D5
0 

5 

 

0 
4 

 

+1 
  

 

  2 

30    

30
V5=2 V

12X...,ر هاي 

             

دا௉ه ਣभی داേॐ- ஺ید بازرگان-ت

W( ١اي ساعت

به يك متغير غي

قطعات. شود  مي

ک جوابيشامل 

حمدي طه ص

  

براي يافتن  ۱

در جواب 

آيا اين جو. ه

  

D6 
5

+5   

4
+3    

1    

  11  

2 
+2  

11 

V6=0

براي متغير( را

1 2V = 
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Si 
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40 U
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31 U
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Z=31 

  

1U ر

2پس 
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U1=0
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  :آن باشدرد V1 اي مي گرديم كه  بدنبال معادله

V U C U U V V
U V V V U U

U V V
U V V
V U U
U V V

+ = ⇒ = + = ⇒ =

+ = ⇒ = + = ⇒ =
+ = ⇒ =
+ = ⇒ =
+ = =
+ = ⇒ =

0
1 3 31 3 3 6 6

3 4 4 4 4 4

4 5 5

1 2 2

2 2 2

2 3 3

2 1 1 0
1 2 1 1 0

2 2
1 1
2 1
2 1

3

  

  

 Zij-Cijبايـد    ،انـد  Dualاينها در واقـع مقـادير متغيرهـاي    كه  Zij-Cijبايد  Vj ,Uiپس از محاسبه 

را محاسبه كنيم تا متغير ورودي از بين آنها مشخص شـود متغيـر   ) هاي خالي خانه(  متغيرهاي غير پايه

ij تـرين  شود يا براساس منفـي  تعيين مي Zij-Cij ن يشتريب ورودي براساس  ijC Z−.براسـاس  يـا     و

   Cij-Ui-Vj مقدار ترين منفي

  :پاسخ به خواسته دوم مسأله

+ علامت با اعداددر جدول (كنيم  مي محاسبهرا   Cij-Ui-Vj) متغيرهاي غيرپايه(هاي خالي  براي خانه

  )نمايش داده شده داخل خانه -يا 

وبهينگي در  ه سازي استنتوجه كنيد كه مسأله، كمي. باشند جواب بهينه است ير منفيغاگر تمام آنها 

ij شود كه صورتي حاصل مي ijامѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧتمz c− ijيا  0≥ ij  c -zامѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧتم ≥0.  

ijدر جدول فوق چون   ijc -z نه يجواب مندرج درجدول به.ا صفرنديمثبت   هѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧاتمѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧام 

  .است

 
* * * *

, ,

* * * * * * *
,

X X X X

X X X X X Z C XB B

= = = =

= = = = = = =

20 11 1 3011 36 44 45

30 20 20 10 39 33012 22 23 31 34
 

   مثال

  :و بررسي بهينگي جواب  UVجديد بكمك  روش   ) bfs (اي جواب شدني پايه براي يافتن

  با تابع هدف كمينه سازي هزينه زير  د براي مسأله ياي جد مطلوب است تعيين جواب پايه

  .محاسبه شده و داده شده است Cij-Ui-Vjن جدول يدر ا

  

 D1 D2 D3 D4 Si Ui 

O1  

8   6  θ−  4
-2 

2 -9 
θ+

 4 U1=0  3    1      
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O2 10 +2 6 θ+  6  θ−  2 -9 3 U2=0    2    1    

O3
4   2 -1 

 

3 θ+
 

2  

8  θ−
 

6 
U3=-

3    -1       4  

dj 3  3 3  4   

Vj  V1=8 V2=6 V3=6 V4=11   

 
3 8 1 6 2 6 1 6 2 3 4 8 86Z = × + × + × + × + × + × =  

 

 
ij ۲و ۱گام : حل i jc u v− هـا را ابتـدا تعيـين     Vj ,Uiهر خانه خالي را بايـد بيـاييم بـراي اينكـار      −

  .كنيم مي

ijداراي منفي ترين  O2D4يا  O1D4 يها خانه ۳گام   i jc u v−  O1D4اند يكي را بـدلخواه مـثلا    −

     .كنيم انتخاب مي

  

  

  

  

  

X12  -θ  

    O1D2

X14    +θ    
O1D4 

X22  +

θ  

X23   -

θ  

X34 -θX33 +
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  )CCWجهت حرکت (حلقه  مر بوطه  شکل                                             

  

  ها  −θو +θتوضيح 

كه بعنوان ورودي انتخاب شده به بالاي مقدار فعليش يعنـي صـفر افـزايش داده     X14اي  متغير غيرپايه

) واحد+ θيا(واحد + ۱با اندازه   X14اگر . شود تا امكان بهتر نمودن مقدار تابع هدف بررسي گردد مي

تا درستي محـدوديت سـطر اول حفـظ     )واحد-θيا(به همين اندازه بايد كاهش يابد X12افزايش يابد 

  X3حفظ شود از  ۲بايد اضافه شود تا محدوديت ستون  +  )θيا (واحد+۱بايد با اندازه  X22به  .شود

 حداكثر. كم شود ) واحد-θ=(يكي  X34اضافه از + θ به اندازه مقدار X33كم بر  -θبه اندازه مقدار

iهاي با  است؟ مقداري است كه خانه مقدار تعيين نمود چه θتوان براي  ي كه ميمقدار jx θ−  منفي

   -θهائي است با علامت خانه Xijحداقل  θپس  .نشوند

  در تکرار بعد يورود مقدار متغير=

 

.     

شود صفر گردد خارج ميحلقه  ايكه در Xijسپس
1

  

انتخـاب مـي    X 12  به دلخـواه  .ميتواند متغير خروجي باشد X 23و يا  X 12هر كدام از متغيرهاي لذا 

  .شود

  

  :يك مطلب قابل توجه

                                     
) θيـا  (اين در واقع براساس تامين شرط شدني بودن جواب بعدي است هر افزايش بيشتر در مقـدار متغيـر ورودي    1

  .خورد بهم مي جواب گردد وشرط شدني بودن مي Loopباعث منفي شدن اين متغير در 
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ر در هزينه حمـل ونقـل بـازاي يـك واحـد اضـافه       ييميزان تغ يخط يزيبرنامه ر يهمانند مسائل قبل 

14برابر است با 14X بهنمودن 14 14 14 14( )C z c c z= − − =   توان ثابت کرد که يم.  −

  :است با ن مقدار برابرياساله دوال م با توجه به 

14 14 14 14 1 4( ) 2 0 11 9C z c c u v= − − = − − = + − − = −  

  حلقه با توجه بهو

2 6 6 6 3 8
C =+ C - C + C - C + C - C = 9=C -Z =-(Z -C )14 12 22 23 33 3414 14 14 14 14-  

 
)حاصل يمعمول  simplexهمانند   يبطور کل پس )ij ij ij ijz c c z− − =  ـزان تغيبرابر م − ر در تـابع  يي

تغيير در مقدار متغيـر ورودي   واحدθ يبازا و  ،ijXير وروديمتغ در  رييک واحد تغي يهدف است بازا
  :ميدار

( ) ( )ij ij ij ijZ z c c zθ θ∆ = − − =   مقدار تغيير در تابع هدف = −

ها جدول جديـد   Cij: دهيم را بعنوان متغير خروجي انتخاب و جدول جديد را تشكيل مي X12: ۵گام

+θمـورد  بـر حسـب   جدول قبلي  loopهاي واقع در  Xijهمان مقادير جدول قبلي است به  = يـا   1

θ− =   .هاي جديد بدست آيد Xijاضافه يا كم كنيد تا  1−

نيـز   يجواب پايـه بعـد   يحلقه برا (جدول جديد چنين مي شود ،است يورود 14Xباتوجه به اينکه 

  .)داده شده است

  

  

 D1 D2  D3 D4 Si Ui 

O1 
8  

θ−  6     4 7 
2 1 θ+

  4 U1=0  3    -9      

O2 
10 -7 

6   6    2 -9 3 U2=9     3    0    

O3 
4  θ+

  2 -1 
 

3 

3  

8  θ−
 6 U3=6  

  -10        3  

dj 3  3 3  4   

Vj V1=8 V2=-3 V3=-3 V4=2   

Z 3*8 1*2 3*6 0*6 3*8 3*3 77= + + + + + =  
  

١
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توجه كنيد تنها يك متغيـر خروجـي اسـت كـه از پايـه بايـد خـارج شـود اگـر           loopدر هنگام تعديل متغيرهاي 

اگر جواب تباهيده باشد براي ادامه صـفر را   :توجه متغيرهاي ديگري هم صفر شدند در پايه  باقي مي مانند

ε در نظر بگيريد.  

است حال تباهيده اي جديد  يعني جواب پايه  شده استصفر X23اي  متغير پايهمقداردر جواب جديد 

دهيم يعني براي جدول جديـد  يمسأله را اد امه  م اختصاص داده و  X23به  εيك مقدار ناچيز مثل 

,i jU V   هاي جديد محاسبه وij i jC U V− تعيين و منفي ترين ) هاي خالي خانه(متغيرهاي غيرپايه  −

مثبت يا صـفر بـود جـواب     اگر تمام . آنها را انتخاب كنيد تا متغير ورودي تعيين شود

  شامل متغير ورودي را تشكيل دهيد و متغير خروجي را تعيين نمائيد loopوالا . بهينه است

  

  .در مساله حمل ونقل هم ممکن است جواب چندگانه با مقدار  تابع هدف يکسان داشته باشيم

  

  :يك مطلب ديگر

كند  ها تغيير نميijXاضافه كنيم  Kبرابر   يها مقدار به تمام ريدر فرمول زكه اگر  شود يم ثابت

iKفقط   به اندازه  S∑   بهZشود  اضافه مي  

( )

ij i

. , , ...,

, , .....,

Z+K X =Z+K S مثبѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧتKيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧامنفي

ij ij

n

ij i
j

m

ij j
i

ij ij ij ij ij ij ij

Min Z c X

s t X S i m

X d j n

C C K C K X C X K X

=

=

=

= =

= =

→ + + = + =

∑∑

∑

∑

∑∑ ∑ ∑ ∑∑

∑∑ ∑

1

1

1 2 3

1 2 3  

 

  ١تحليل حساسيت براي مسائل حمل و نقل

  :مورد تحليل حساسيت مدلهاي حمل و نقل ذکر مي شود ۳در اين بخش 

  تغيير  ضريب يک متغيرغير پايه در تابع هدف – ۱

  در تابع هدفپايه  ضريب يک متغير تغيير  - ۲

                                     

  نيز مي توانيد رجوع كنيد  285صدكتر مهر گان ،به  Winston,1994 369ص   1 

ij i jC U V− −

ijC
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  ∆و يک مقصد به اندازه ∆به اندازه ) مبداء(يک منبع  مقدارافزايش  – ۳

در نظر  Z*=1020 با مورد، جدول زير را که جواب بهينه يک مسئله است ۳ردن اين كبراي روشن 

  .بگيريد

  

  

  

  

  

  

  

 

 هدف تغيير ضريب يک متغير غير پايه در تابع - ۱
همانند سيمپلکس (در تابع هدف بر مقادير متغيرهاي پايه تاثير نمي گذارد    ijXپايه مثل غيرتغيير ضريب يک متغير

1چون  . پس پايه فعلي هنوز شد ني باقي بماند) اثرنمي گذارد RHS  معمولي که بر 
BC B  و iuتغيير نمي کند      −

jv در سطر صفر تنها ضريب. ها  بدون تغيير باقي ميمانندijX    لذا مادام که . تغيير خواهد کرد

 .بهينه باقي مي مانددر سطر بهينه غير مثبت باشد پايه فعلي ijXضريب

  سوال 

جواب فعلي بهينه مي  ۱براي چه دامنه اي از مقادير هزينه ارسال يک واحد از مبدا اول به شهر 

  ماند ؟

  را براي اينکه جواب فعلي بهينه باقي بماند چقدر است؟   ∆تغيير کند دامنه   ۸+∆به  ۸از   11Cفرض کنيد   جواب  

11 11 1 1 (8 ) 0 6 2C C u v= − − = + ∆ − − = + ∆  
11جواب  مادام كه 2C = +   .نشود منفي∆+

11براي پس   0 2 0 2C ≥ ∆+ ≥ ∆ ≥   .جواب فعلي بهينه مي ماند −

  

 
 تغيير ضريب يک متغير پايه در تابع هدف  - ۲

 D1 D2 D3 D4 Si iu

O1
8  6 10 9 35 0 

  10  25    

O2

9 12 13 7 50 3 
45     5     

O3
14  9 16 5 40 3 

  10    30  

dj 45 20 30 30   

jV 6 6 10 2   
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چون    

1−BCB        تغيير مي کند ضرايب هر متغير غير پايه در سطر صفر    ممکن است تغيير

jvکند براي اينکه ببينيم که آيا پايه فعلي بهينه مي ماند يا خير بايد    
ها  iuهاي جديد و    

  .مربوط به متغيرهاي غير پايه محاسبه شود   11Cجديد محاسبه گردد و با آنها  

  مثال

لذا بايد دستگاه زير حل . تغيير مي دهيم   ۱۰+∆به   ۱۰از    13C فوق در جدول بهينه داده شده 

  شود

1332
543621
1032912
92301

=+
=+==

∆+=+=+
=+=

vu
vuvu
vuvu
vuu

241036261333201 =∆+==∆+==∆−==⇒ vuvvuuu  
   ∆متغيرهاي غير پايه را محاسبه مي کنيم و مشخص مي کنيم به ازاي چه مقدار   ijCحال    

  .دنباقي مي مان غيرمنفي

11 1 1

14

22

24

31

33

13 13

8 2 0 2
9 1 4 7
12 2 2 3 0 3

2 2
27 2 4 7 2 0
514 3 1 5 0

3C 16 3 3 3 0

10 2 C 10 2 8 C 12 

C u v
C u v
C u v
C u v
C u v

u v

⎧ = − − − = −∆ + ≥ ∆ ≤⎧⎪ ⎪= − − =⎪ ⎪ ⎧⎪ ⎪= − − = + ∆ ≥ ∆ ≥ −⎪ ⎪⇒ ⇒ − ≤ ∆ ≤⎨ ⎨ ⎨∆ ≥ −= − − − = + ∆ ≥⎪ ⎪ ⎪
⎩⎪ ⎪∆ ≤ −= − − = − − ∆ ≥⎪ ⎪

∆ ≤⎩⎪ = − − = −∆ + ≥⎩

− ≤ ≤ + ≤ ≤
  

  

  

 ∆به اندازه     jdو   ∆به اندازه     iSافزايش    - ۳

ها را مي توان منفي قيمتهاي   iuها و jvچون. توجه کنيد بااين تغيير جدول متوازن باقي مي ماند

و ص  ۲۸۹سايه  هر محدوديت به حساب آورد اگر جواب پايه فعلي بهينه باقي بماند برطبق ص 

  :و يا آنچه قبلا در مورد تعبير قيمت سايه گفته شد ) ۱۹۹۴(وينستون  ۳۷۱

i jدѧѧѧѧجديZ Zقѧѧѧѧѧѧديم u v− = ∆× +∆× 
  به عنوان مثال

  افزايش دهيم  ∆=1را نيز به اندازه  ۲و تقاضاي مقصد  ∆=1اگر عرضه منبع يک رابه اندازه   
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  هزينه جديد=  ۱۰۲۰+  ۱)۰+ ( ۱)۶=(۱۰۲۶

  .مقادير جديد متغيرهاي تصميم را مطابق زير نيز مي توان بدست آورد

 .بيافزائيد    ∆به اندازه    ijXيک متغير پايه در جواب بهينه است به ijXاگر  - ۱

و برخي متغيرهاي پايه را  ijXيک متغير غير پايه در جواب بهينه است حلقه شاملijXاگر  - ۲

را به   oddاست مقدار اين خانه  iدر حلقه بيابيد که در سطر  oddه نيک خا. تشکيل دهيد 

کاهش يا    ∆افزايش دهيد و با حرکت در حلقه متغيرهاي پايه فعلي به اندازه    ∆اندازه   

 .افزايش دهيد

1براي نمايش حالت اول فرض کنيد     2,S d      12واحد افزايش مي دهيم از آنجا که ۲را هريکX

  متغيري پايه است جواب پايه اي جديد در جدول زير نشان داده شده است

  

1 Z=1020+2uجديѧѧѧѧد2 +2v =1032  

 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

نمايش  براي 

دوم فرض  حالت 

1کنيد    به 1,S d   يک واحد اضافه شود.  

وچند متغير    11Xدر جواب بهينه يک متغير غير پايه است ، بايد حلقه مشتمل بر        11Xچون   

  : غير پايه  تشکيل شود 

1جدول بهينه اگر  235 2 37, 20 2 22s d= + = = + =  

 D1 D2 D3 D4  iu

O1

 8  6  10  9
37 0 

  12  25   

 
O2
 

 9  12  13  7
50 3 45 

 
  5   

O3

 14  9  16 5
40 3 

  10   30
 45 22 30 30   
jv 6 6 10 2   
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مي باشد پس جواب   13Xدر حلقه     odd( cell( وخانه۲- ۱←۲- ۳←۱- ۳←۱- ۱يعني    

به اندازه   23Xبه اندازه يک واحد و کاهش       21Xو هم     13Xبهينه جديد با افزايش هم   

  را نتيجه خواهد داداينکار جواب جديد مندرج در جدول زير .  يک واحد بدست مي آيد

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

کنيد اگر  توجه 

  ؟)چرا(واحد افزايش مي يافت پايه فعلي غير شدني مي شد  ۶به اندازه    d1و هم  S1هم 

  

  ونقلمتغير هاي كران دار در حمل 

)( ijxحل مساله حمل ونقل با كران پايين براي  Lxij    .كار ساده ايست≤
)0(ن بالاااما براي كر Lxij ثانويه ويژه مسايل حمل ونقـل ميتـوان بهـره     -از الگوريتم هاي اوليه ≥≥

  ),1963Hadely، 365ص(گرفت 
  :ها ي حمل ونقلوجود نامساوي در محدوديت 

  آمده  Sivazilian&Stanfeld(1975)   302-298زير در صفحات  حل حالت

1جدول بهينه اگر    135 1 36, 45 1s d= + = = +  

 D1 D2 D3 D4 Si iu

O1
8  6 10 9

36 0  12 25   

O2
 

 9  12  13  7
50 3 45   5   

O3

 14  9  16 5
40 3 

  10   30
dj 46 20  30 30   

jv 6 6 10 2   
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∑

∑

∑∑

≥

=

j

iij

ijij

dxij

Sx

ts

xcMin

.....

...

..

 

Sivazilian&Stanfeld(1975)     متذكر ميگردد كه تركيبي از نامساوي در محدوديت هـاي مبـذا و
  .د نيز قابل حل استصمق

  توضيح در مورد حل آامپيوتري مسائل حمل ونقل  -

  براي مساله غير متوازن در قالب يك مثال  LINGOبرنامه 

iمسائل غير متوازن  LINGOلازم بتوضيح است كه  jS d>∑ را بـدون اينكـه لازم باشـد آنـرا     ∑

  براي جدول  داده شده ذيل    .كند متوازن نمائيم حل مي
  
  
  
  

SupplyCity4  City3  City2City1    

35  $9 $10 $6 $8 Plant 1  

50 $7 $13 $12 $9 2 

50 $5 $16 $4 $14 3  

 30 30 20 45 Demand
  

  ) Winston,1994, p347(چنين است  LINGOدر محيط مسئله حمل ونقل فوق    برنامه

MODEL: 
SETS: 
PLANTS/P1,P2,P3/:CAP; 
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CITIES/C1,C2,C3,C4/:DEM; 
LINKS(PLANTS,CITIES):COST,SHIP; 
ENDSETS 
MIN=@SUM(LINKS:COST*SHIP); 
@FOR(CITIES(J): 
@SUM(PLANTS(I):SHIP(I,J))>DEM(J)); 
@FOR(PLANTS(I): 
@SUM(CITIES(J):SHIP(I,J))<CAP(I)); 
DATA: 
CAP=35,50,50; 
DEM=45,20,30,30; 
COST=8,6,10,9, 
9,12,13,7, 
14,9,16,5; 
ENDDATA 
END 

  مدلهاي ديگري از مساله حمل ونقل 

تخصيص واگذاري يا مدل
1 Assignment Model  مدل حمل ونقل غير مستقيمو  

 Trans-shipment modellng  
2

كوتاه ترين مسيرshortest routمسألهو 
از جمله مسايلي    3

  هستند كه  با الگوريتم حمل و نقل قابل حل است

خطي است  Integer programmingيك مسأله  مي  از مدل حمل و نقل و ميعت اولي  واقعدر 

  .حمل ونقل در نظر گرفته شود اي از مدل كه ميتواند بعنوان حالت ويژه

  

  ٤  Trans-shipment modellng مدل حمل ونقل غير مستقيم
  

                                     
  طهحمدي   ١٦٢ص  Winston ٣٧٢دكتر مهرگان ص  ٣١٥ص   1
  Winston ٣٨٠حمدي طه  ، ص   ١٥٩ص 2

  ) Winston ٣٩٥ص ( 3
  Winston ٣٨٠حمدي طه  ، ص   ١٥٩ص 4
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در اين مدل ارسال کالا به يک مقصد از طريق ارسال به مبدا واسطه اي ديگر علاوه بر ارسال مستقيم 

ونقل غيرمستقيم با فرض بيشتر بودن  الگوريتم يافتن جواب براي يك مسأله حمل. امکان پذير است

عرضه از تقاضا يعني 
m

s di ji
∑ > ∑
  :چنين است 1=

  گام هاي يافتن جواب 

  متوازن كردن: ۱گام 

) با عرضه صفر و تقاضايي برابر با عرضه مازاد در مسـأله (در صورت لزوم يك محل تقاضاي مجازي 

  .اضافه نماييد

براي . باشد همچنين هزينه از يك نقطه به خودش نيز صفر است هزينه حمل به محل مجازي صفر مي

  .ع كل عرضه در نظر بگيريدرا مساوي جمS.  در نظر بگيريد Mهاي غيرممكن هزينه خانه

  .مطابق دستورالعمل زير يك جدول حمل و نقل جديد  بنا كنيد: ۲گام

  :هاسطرتعداد

  .يك سطر منظور كنيد Transshipmentبراي هر محل عرضه يك سطرو هم چنين براي هر محل  

  :ستون هاتعداد

  .يك ستون در نظر بگيريد  Transshipmentبازاي هر محل تقاضاو هر محل  

  عرضه اصلي آن محل= كه صرفآ عرضه مي نمايدعرضه هر محل  

  و  

  باشد تقاضاي اوليه در مساله مي=  دارد تقاضا اًصرفكه تقاضا ي هر محل 

   S= عرضه اصلي محل=  Transshipmentعرضه هر محل 

  =Sتقاضاي اصلي محل=  Transshipmentتقاضاي هر محل 

  است  =Sكه در آن مجموع کل عرضه ها   

را يافته سـپس بـا روشـي    ) b.f.s(با يكي از روشهاي روش فوگل ياراسل يك جواب پايه اوليه: ۳گام

  Winstonكتاب  ۳۸۱ص  ۱مثال.      آنرا بهينه كنيد UVمثل
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  ۲۴١شكل 

S d∑= + = > = +150 200 350 130 130  
  

  

  

  

  

  . نماييم مساله را يك مساله متوازن حمل و نقل مي:۲و۱حاصل گام 

  

    B LA C  N.Y  مجازيمقصد   عرضه

150 0  28  25 13  8  M  
200 0 25 26 12 15 D 
350 0 17 16 6 0 N.Y 
350 0 16 14 0 6 C 

 تقاضا 350 350 130 130 90 

  

  پس از يافتن يك جواب اوليه وبهينه كردن جواب حاصل، مقادير بهينه: ۳گام

  .بدست خواهد آمد

  

  ۲مثال 

                                     
  با تشكر از آقاي علي بازرگان  1
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اعـداد روي   -Transshipmentمطلوبست حل مساله زير با در نظر گرفتن وبدون در نظر گرفتن   

  فلش ها هزينه هستند

  
  )۱۹۶۳HadleyّFigure 10-13( ۲۵شكل 

  

به صورت زيـر بـود   داشت وجود نمي Transshipmentتحقيق كنيد جدول نهايي مساله اگر ) الف

*Z = 30  

  
  

به صورت زيـر   Transshipmentتحقيق كنيد كه جدول متوازن نهايي مساله با در نظر گرفتن  ) ب

Z*وجواب بهينه تابع هدف  آن =   : )Hadley ۱۹۶۳از (Table 10-1. (مي باشد21

  

  

  

  

  

 D2  D1  O2O1  

13 ۲  ۶  ۱  ۰  O1 
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OوO2 

خواهـد  

ل زيـر  

 هزينه 

O 

D 

D 

 

O1احـدها از 

خ Z*=21بر

درشکل Dبه  

Fig1(  

صد با كمترين

 
۱  

  

O2

۶  

۹  

D1

۱  

۳  

D2

د، اگر تمام و

شود هزينه براب

  Oاز مثلاً(نه

Hا  

  
Hadleّ10-14

ان تعداد مقص

۱  

۰  

  
۱

۷  

۱  ۹

۱  

۳  ۳

9 

 مجازمي داند

D1 ارسال ش

 کمترين هزين

Hadley196

e,1963از ( ه 

Ass(  

ي مبدأ به هما

۳  

۸  

۵  

۰  

  
۰

۱  

۳

9 
  

ير مستقيم را

1واحد به  ۳ 

.  

  مل ونقل

يافتن مسيره 

۳۷63, page

کمترين هزينه

  

signmen
ست كه تعدادي

  

۲  

۳  

۴  

۰  

  
12

حمل و نقل غي

تعداد D2از 

رزان تر است

با مدل حمل

طف نيست كه

۷۳(ستانقل 

 يافتن مسير ک

nt Problem
هدف اين اس

  :د

  ඟ໊مانੀ७ید باප෉ر  ஺ه 

14 

9  

9 
45 15

ل نهايي،که ح

 شوند سپس 

مل مستقيم ار

رين هزينه

ب خالي از لط

كس حمل ون

مساله  ۲۵  

m (واگذاري
تخصيص له 

ختصاص يابد

دا௉ه ਣभی داേॐ- ஺ید بازرگان-ت

4

9

9
5

س اين جدول

ارسال  D2ه 

 نسبت به حم

 مسير کمتر

شاره اين مطلب

گوريتم سيمپلك

شكل

خصيص  يا و

 معمولي مسأ

ا) شترين سود

਼࡛࣪ق భ ࠫمൎیاتূ 

بر اساس

ابتدا به

شد که

يافتن

ايجا اش

الگ با )

  

مدل تخ

درنوع 

يا بيش(
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ها وشـغلها بـه ا فـراد، تخصـيص كارهـا بـه ماشـينها ،         تخصيص پروژه: از جمله كاربردهاي اين مدل

ها به  معلمها ، حسابدار به  تخصيص ماشينها به ا فراد  ، تخصيص كارگران به كارها ، تخصيص كلاس

  است  ...هاي مشتريان و حساب

ها اين است كه تعداد سطر و  يكي از ويژگي .مدل حمل و نقل است حالت خاصي ازمسأله تخصيص 

: شـود  بهر مقصد تنها يـك مبـدأ اختصـاص داده مـي    ). يا يكسان شوند(ستون حتماً بايد يكسان باشند 

Si=dj=1   ,  m=n   
n n

ij ij
i j

Min Z z x

st
= =

= ∑∑
1 1

  

هاي مربوط به ماشين  محدوديت
, ,...,

n

ij
j

x i n
=

= =∑
1

1 1 2
  

مربوط به كار    هاي محدوديت
, ,...,

n

ij
i

x j n
=

= =∑
1

1 1 2
  

 
ijx  =0 or 1 باشند مي ۰و يا  ۱مقادير متغيرها        

.  

  .مي باشد ۱متغير داري مقدار  m=nجواب مساله شامل 

 enumeratim شمارش فوق روش) صيتخص(هاي موجود براي حل مسأله واگذاري  از جمله روش

  است ناكر و ، روش شاخهحمل ونقل  سيمپلكس  ،)كم mو  nبراي (

  

كه تنها بـا مقـادير هزينـه در جـدول     است  تري براي حل مسائل تخصيص  روش سادهالگوريتم  زير 

 (D.Konig)دان مجـا رسـتاتي    اين  روش محاسباتي كه توسط يك رياضي تخصيص سر و كار دارد

هاي حـل مسـأله تخصـيص عمومـاً      الگوريتم. ونقل ميباشد روش مشابه  مسأله حمل. وضع شده است

   سازي تبديل كنيد به كمينهسازي را  لذا مساله بيشينه اند سازي توضيح داده شده براساس كمينه

  

  :براي حل مسائل تخصيص از نوع کمينه سازي ١الگوريتم مجارستاني

  ۰گام 

                                     
    377،ص 1994وينستون  توجيه ا درمراجعي هم چون  1
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بـه   و.تبديل كنيد Minبه مساله ) -۱ (باشدآنرا با ضرب كردن در Max مساله اگر تابع هدف  درابتدا

مدل را اگر متوازن نيست يعنـي    .اختصاص يابد Mهايي كه امكان اختصاص وجود ندارد هزينه  خانه

  ).با افزودن سطر مجازي يا ستون مجازي( اييدمتوازن نم اگر تعداد سطرها و ستونها مساوي نباشد

  ۱گام

كنيـد  و سـپس در    هاي موجـود در آن سـطر كـم      ابتدا كمترين هزينه در هر سطر را از تمام هزينه -

  .هاي موجود در آن ستون كم نمائيد جدول بدست آمده، كمترين هزينه در هر ستون را از تمام  هزينه

هاي يك سطر يا يـك سـتون در مسـألة تخصـيص      ijcاز تمام  aتوجه كنيد كم كردن يك مقدار مثل 

  )۳۷۷،ص ۱۹۹۴وينستون .(كسر مي شود  aقبلي  Z*اما از. نمي دهدب بهينه را تغيير جوا

   ۲گام

  . كنيد كه كليه صفرهاي جدول را پوشش دهد حداقلِ تعداد خطوط عمودي يا افقي رسم -

  متوقف شده) تعداد خطوط =m=n(ها برابر باشد چنانچه اين تعداد خطوط با تعداد تخصيص

و سطر يا ستون با تنهاصفر پوشانيده شده را بيابيد به خانه شامل اين صفر تخصيص لازم را بدهيد و  

سطر وستون مربوطه را حذف کنيد سپس سطر يا ستون با تنها صفر پوشانده شده باقيمانده را بيابيد و 

يد تا تعداد تخصـيص  به آن خانه داراي اين صفر تخصيص لازم را بدهيد اين عمل را متناوباً انجام ده

چنانچـه ايـن تعـداد    . يك جواب بهينه در خانه هاي با صفرهاي پوشانده شده است. گردد nها برابر 

  .ها برابر نباشد به گام  بعدي برويد خطوط با تعداد تخصيص

   ۳گام

ايـن  . كه با خطوط پوشانده نشده است كمترين آنها را انتخاب كنيد مخالف صفراز بين اعداد  -

از كليه اعدادي كه با خط پوشانده نشده است كم كنيد و به اعدادي كه در محل تقاطع عدد را 

  .خطوط رسم شده  قرار دارند اضافه كنيد و سپس مجدداً به گام دوم برگرديد

  

. باشند چهار ماشين مي ۴و۳و۲و۱چهار كار و  D,C,B,A.جدول تخصيص زير را در نظر بگيريد:مثال

اعداد . هر كار به چه ماشين تخصيص داده شود تا هزينه كل حداقل گرددخواهيم مشخص كنيم كه  مي

  .باشد داخل جدول هزينه تخصيص يك كار به يك ماشين مي
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فلوچارتت روش مج  جارستاني 

دا௉ه ਣभی داേॐ- ஺ید بازرگان-ت  ඟ໊مانੀ७ید باප෉ر  ஺ه  ਼࡛࣪ق భ ࠫمൎیاتূ 
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باشد بنابراين جدول بهينه نيست از بين عناصري كـه روي   نمي =۴nچون تعداد خطوط پوششي برابر 

مـي باشـد از تمـام     ۱آنها خط كشيده نشده كوچكترين عنصر را انتخاب و  آن را که در اينجـا برابـر   

حال بر طبق گام . كنيم عناصري كه روي آنها خط كشيده نشده كم و به محل برخورد خطوط اضافه مي

  .تا كليه صف ها پوشانده شود  ط کشيدروي ستون دوم نيز بايد خ ۲

  

.   

  

  :جواب نهائي. باشد جدول بهينه است مي   =n ۴چون تعداد خطوط پوششي برابر 
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*Z = + + + =1 10 5 5 21  

  

جواب نهائي از بين خانه هايي که صفر شده اند انتخاب مي گردد با اين توجه که توجه داشته باشيد 

  بعبارت ديگر  انتخاب مي شود يک خانههر سطر و ستون در 

  . در هر ستون يك صفر در هر سطر نيز يك صفر انتخاب شده وجود دارددرجواب نهائي 

  .اگر غير از اين بدست آيد اشتباهي رخ داده است).  وينستون ۳۷۶ص( مثال 

  

چهـار ماشـين    ۴و۳و۲و۱چهـار كـار و    D,C,B,A.جدول تخصيص زير را در نظـر بگيريـد  : مرين ت

خواهيم مشخص كنيم كه هر كار به چه ماشين تخصيص داده شود تا هزينه كـل حـداقل    مي. باشند مي

  .باشد اعداد داخل جدول هزينه تخصيص يك كار به يك ماشين مي. گردد

  جدول اوليه

۴ ۳ ۲  ۱  

۷  ۸  ۵  ۱۴  A
۵  ۶  ۱۲  ۲  B
۹  ۳  ۸  ۷  C
۱۰  ۶  ۴  ۲  D
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  :جدول كاهش يافته نهايي:جواب 

  
  :و

 1*
411*

331*
241*

12 ==== XXXX  

  نكات مهم مدل تخصيص

  .مدل تخصيص متوازن همواره داراي جواب موجه است -۱

  .باشد محدوديت مي 2nمتقاضي ، داراي  nكار و  n مدل تخصيص شامل  -۲

  .باشد مي n2متقاضي  nكار و  nتعداد متغيرهاي تصميم براي مدل تخصيص با  -۳

متغير با مقـدار   nباشد كه  مي 2n-1تعداد متغيرهاي اساسي در هر مسئله تخصيص در هر مرحله  -۴

n-1 , 1 باشد متغير با مقدار صفر در پايه مي.  

  

  

  ١ونقل  با روش حمل)تخصيص(مسائل واگذاري حل 
  

براي  dj=1  , si=1توجه اگر مدل تخصيص بخواهد بصورت مسأله حمل ونقل حل شود چون 

والا بايد مبدا اضافي غيرحقيقي يا مقصد اضافي غيرحقيقي به مسأله  m=nمتوازن نمودن مدل بايد  

هايي در نظر گرفته  براي خانهMهزينه بسيار زياد . صفر افزود تا متوازن و قابل حل شود  ijCبا

  .شود امكان اختصاص بدانها نباشد مي

تخصيصي را بمنظور حداقل كردن تعداد ساعات در نظر بگيريد كه براي آن جواب پايه مسأله : مثال  

كار  يها تعداد ساعتي است كه ماشين رو اعداد در خانه. اوليه زير بكمك يك روش بدست آمده است

   بر اساس جدول زيرجواب پايه اوليه  . كند وقت صرف مي

                                     
طهحمدي  162تخصيص به كمك  روش حمل ونقل ص حل مدل    . 1  
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x x x x x x x

Z

= = = = = = =

= × + × + × + × =

1 1 0 1 1 13 041 33 42 12 24 14

1 4 1 4 1 2 1 1 11
 

 

 J1 J2 J3 J4 
                Ui   

    

M1 
13   4  θ+ 7 θ− 6

  U1 = 0 
  +11   1     

M2 
1  

+1 
11   5   4

      U2 =-
2     9+   0   

M3 
6   7 

+8 
2 

 
8   U3 = -5 

  9+       +7

M4 

1 
 

3  

θ−

5 θ+  

 

-1 

9   U4 = -1 

        ۴+

      

Vj V1=2 V2=4 V3=7 V4=6  

امـري  ونقل  با روش حمل باشد كه در حل مسأله تخصيص يده ميهاتب ولي  شدني فوق در جواب اوليه

11و عادي است  −− norm  متغير تباهيده در جواب داريم  

  بهينگي جواب ۲مرحله 

پس از انجام محاسـبات،  . استفاده ميشود) MODIروش  يا بمضارروش ( UVبراي اينكار از روش 

  متوجه مي شويم

ij ij i iC C U V= − . باشـد  مـي   M4J3  (X43)متغير ورودي متغير مربوط به خانه   وها مثبت نيستند −

  .دهيم حلقه را تشكيل مي

متغيـر را   ۲است بـه دلخـواه يكـي از ايـن      x42يا  x23متعلق به  هك. باشد صفر مي θمجاز براي  مقدار 

 گيريم توجه داشته باشيد كه ديگري بايد جزو متغيرهاي پايه باقي بماند گرچـه متغيـر پايـه    خروجي مي

  .خواهد بودتباهيده 

صـفر بـود پـس بهبـودي      θجواب جديد چنين اسـت چـون   . گيريم را خروجي مي x13بدلخواه متغير 

  حاصل نشده است

  .صفر گرفته شده است u4ابتدا . جديد محاسبه شده است v,uضرايب در جدول زير  

1

1

1

0

0

0
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 J1 J2 J3  J4 Ui 

M1 
13   4   7 

+2 
6 

  U1=1  
  +11   1      

M2 
1   

+1  

11   5   4 
 U2=-1 

     9+    +1   

M3 
6   7 

+7 
2 

 
8   

U3=-3 
  8+        +6  

M4 
1 

١  
3 

  
5 

 
9   

U4=0 
         ۴+  

Vj  V1=1 V2=3 V3=5  V4=5   

  
ijچون همه  ij i iC C U V= −   گيريم  ها نسيت پس جدول نهائي است و نتيجه مي −

* * * *x x x x= = = =1 1 1 112 24 33 41  

Z* :تعداد كل ساعات در حالت بهينه = × + × + × + × =1 4 1 4 1 2 1 1 11  

  ...مشغول خواهد شد ۴كار خواهد كرد ماشين دوم به كار ۲روي كار  ۱لذا ماشين 

شاخه   و کران (نيز انجام شده است Branch & Boundحل مدل تخصيص به کمک  روش 

  )مهرگان دكتر ۳۲۹ص

 کتاب ۳۱۳- ۳۱۱به مراجعي مثل ص:نيز ميسر است Dualحل مدل تخصيص با مفهوم

Sivazilian&Stanfel(1975)  مراجعه شود.  

  

  

  

  

   Lingoبا مسله تخصيص  حل

  Winston,1994) 378صفحه  (

Computer Solution of Assignment Problems 
To solve assignment problems in LINDO type in the objective function and constraints. 

Also, many menu-driven programs exist that require the user to input only a list of 

supply and demand points (such as jobs and machines, respectively) and a cost matrix. 

1

1

00

1

     irmgn.ir



  ඟ໊مانੀ७ید باප෉ر  دا௉ه ਣभی دا஺ه  -േॐید بازرگان-਼࡛࣪ق భ ࠫمൎیاتূ 

 

227
LINGO can also be used to easily solve assignment problems, including the following 

model to solve the Machineco example (file Assign.Ing). 

  Machinecoزمان هاي تنظيم براي

  )ساعت(زمان                   

  1كار 2كار 3كار  4كار

 1ماشين 14 5 8 7

 2نماشي 2 12 6 5

 3ماشين 7 8 3  9

 1ماشين 4 4 6 10

 
 
MODEL: 
1]SETS:  
2]MACHINES/1..4/; 
3]JOBS/1..4/; 
4]LINKS(MACHINES,JOBS): COST, ASSIGN; 
5]ENDSETS 
6] MIN=8SUM (LINKS : COST*ASSIGN) ; 
7]@FOR(MACHINES(I): 
8]@SUM(JOBS(J):ASSIGN!I,J))<1);  
9]@FOR(JOBS(J): 
10]@SUM(MACHINES(I):ASSIGN!I,J))>1);  
11]DATA: 
12]COST = 14,5,8,7,  
13]2,12,6,5, 
 14]7,8,3,9,  
 15]2,4,6,10;  
16]ENDDATA 
 END 

  

  الت آلي مسأله تخصيص ح
يا بيش از يك كار . ممكن است بيش از يك  فرد به يك پروژه  يا كار اختصاص دهيم كلي در حالت

  ). Ignizio,1982 ,۳۳۲صفحه ( به يك فرد
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j

. .

ker
. .

ker

a =totalamont of time that worker j can be

ij ij

n

ij
j

n

ij ij j
i

ij

i j

Min z c x

s t

x for all n

c x a for all j

if job i assigned to wor j
x

o w
c time reguired to perform job i by wor j

assigned

=

=

=

=

≤

⎧
= ⎨
⎩

=

∑∑

∑

∑

1

1

1

1
0

 

با ( LINGO خواهد شد با نرم افزار ي مثل دادهدر كلاس  را كه حمل ونقل مساله ۳ تكليف - 

  و نيز دستي حل شود) بصورت سيملكيس معمولي( LINDOويا ) فرمات خاص

 ريزي خطي و مدل حمل ونقل مرجع در مورد برنامه ۲- 
Winston(1994)           Bazaraa & Jarvis0(1990)  

  

  

  
  

  

  

  يخط يحل مسائل برنامه ريز ينرم افزار برا يمعرف
بديهي است که بکار بردن الگوريتم سيمپلکس براي مسائل با تعداد متغير و محدوديت زياد، بطور 

وجود دارد که  LINGOو  LINDO   از اين رو نرم افزارهايي همچون . دستي کار مشکلي است

به کامپيوتر داد تا جواب بهينه کار با آنها ساده است و صرفاً بايد اصل مسئله برنامه ريزي خطي را 

همچنين بهينه سازي . MATLAB ,GINO, GAMS, TORAو نيز با نرم افزارهاي.عايد گردد

  نيز امکان پذير است ANSYSهايي مثل خطي به کمک نرم افزار

  Lingoنمونه کار با 

  شود  يوارد م Lingo ابتدا تابع هدف و محددويت ها را در محيط

     irmgn.ir



  ඟ໊مانੀ७ید باප෉ر  دا௉ه ਣभی دا஺ه  -േॐید بازرگان-਼࡛࣪ق భ ࠫمൎیاتূ 

 

229
  

Max=3.5*x1+5*x2; 

2*x1+x2<=6000; 

x1+4*x2<=10000; 

  .گردد يم Saveپس از آن 

  :Lingo) ياز منو  Solveبا دستور  ( نتيجه حل

Rows=      3 Vars=      2 No. integer vars=      0  ( all are linear) 
 Nonzeros=      8 Constraint nonz=     4(     2 are +- 1) Density=0.889 
 Smallest and largest elements in absolute value=    1.00000        10000.0 
 No. < :   2 No. =:   0 No. > :   0, Obj=MAX, GUBs <=   1 
 Single cols=    0 
 
 Optimal solution found at step:         0 
 Objective value:                 17000.00 
 
                          Variable                    Value                               Reduced 
Cost 
                             X1        2000.000           0.0000000E+00 
                          X2        2000.000           0.0000000E+00 
 
                            Row    Slack or Surplus      Dual Price 
                              1        17000.00            1.000000 
                              2       0.0000000E+00        1.285714 
                              3       0.0000000E+00       0.9285714 

  linprogبا دستور  MATLABنمونه کار با 

  باشد c*x  subject to:  A*x (<= or =) b  Minمساله بايد به فرم 

  مراجعه كنيد MATLAB Helpبراي جزييات به 

[x,fval] = linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb,ub) ; 
  ال  فوق ثحل م 

>> c=[3.5 5]; 
>> A=[2 1 
1 4]; 
>> b=[6000 
10000]; 

0دادن قيد  1,...,X j j n≥ 2nمي باشد دراين جا  lb=zeros(n, 1)به صورت  = =.  

>> lb=zeros(2, 1)  
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 چون متغيرها حد بالا ندارند   []=Aeq=[],beq  صرف نداريم تساويهاي فوق چون در محدويت 

[] ub= .  

[x,fval] = linprog(-c,A,b,[],[],lb,[])  
Optimization terminated. 
x = 
  1.0e+003 * 
    2.0000 
    2.0000 
fval = 
-1.7000e+004 
Zmax  = - Zmin  =17000 

  

  

  

  ال ديگر ثم

Min  Z=  -x1-2x2-3x3 
 s.t. 
 x1+x2+x3=6 
 4x1+2x2-3x3≥ 5 
 2x1+x2+x3≤ 6 

x1 0≥   
x2 2≥   
x3 0≥   

>>c=[-1 .-2  ,-3]; 
>>Aeq=[1, 1,1]; beq=[6] 
>> A=[... 
-4, -2, 3 
2, 1, 1]; 
>>b=[-5 
6]; 
>>lowerBound=[0. 2. 0];               
>>[ x , fval]=linprog(c , A,  b, Aeq ,beq,lowerBound) 
Optimization terminated. 
x = 
    0.0000 
    4.6000 
    1.4000 
fval = 
  -13.4000  
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  Lingoدر محيط  حمل ونقلمسأله  غيرمتوازن  حل برنامه

  دول  داده شده ذيل  جبراي 

SupplyCity4  City3  City2City1    

35  $9 $10 $6 $8 Plant 1  

50 $7 $13 $12 $9 2 

50 $5 $16 $4 $14 3  

 30 30 20 45 Demand
  

  ) Winston, p347(چنين است  LINGOدر محيط برنامه 

MODEL: 
SETS: 
PLANTS/P1,P2,P3/:CAP; 
CITIES/C1,C2,C3,C4/:DEM; 
LINKS(PLANTS,CITIES):COST,SHIP; 
ENDSETS 
MIN=@SUM(LINKS:COST*SHIP); 
@FOR(CITIES(J): 
@SUM(PLANTS(I):SHIP(I,J))>DEM(J)); 
@FOR(PLANTS(I): 
@SUM(CITIES(J):SHIP(I,J))<CAP(I)); 
DATA: 
CAP=35,50,50; 
DEM=45,20,30,30; 
COST=8,6,10,9, 
9,12,13,7, 
14,9,16,5; 
ENDDATA 
END 

  ) Solve( پس از حل  يخروج          

Rows=      8 Vars=     12 No. integer vars=      0  ( all are linear) 
 Nonzeros=     43 Constraint nonz=    24(    24 are +- 1) Density=0.413 
 Smallest and largest elements in absolute value=    1.00000        50.0000 
 No. < :   3 No. =:   0 No. > :   4, Obj=MIN, GUBs <=   4 
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 Single cols=    0 
 

 Optimal solution found at step:         7 

 Objective value:   *Z =     1020.000 

 

                       Variable           Value        Reduced Cost 
                       CAP( P1)        35.00000           0.0000000E+00 
                       CAP( P2)        50.00000           0.0000000E+00 
                       CAP( P3)        50.00000           0.0000000E+00 
                       DEM( C1)        45.00000           0.0000000E+00 
                       DEM( C2)        20.00000           0.0000000E+00 
                       DEM( C3)        30.00000           0.0000000E+00 
                       DEM( C4)        30.00000           0.0000000E+00 
                  COST( P1, C1)        8.000000           0.0000000E+00 
                  COST( P1, C2)        6.000000           0.0000000E+00 
                  COST( P1, C3)        10.00000           0.0000000E+00 
                  COST( P1, C4)        9.000000           0.0000000E+00 
                  COST( P2, C1)        9.000000           0.0000000E+00 
                  COST( P2, C2)        12.00000           0.0000000E+00 
                  COST( P2, C3)        13.00000           0.0000000E+00 
                  COST( P2, C4)        7.000000           0.0000000E+00 
                  COST( P3, C1)        14.00000           0.0000000E+00 
                  COST( P3, C2)        9.000000           0.0000000E+00 
                  COST( P3, C3)        16.00000           0.0000000E+00 
                  COST( P3, C4)        5.000000           0.0000000E+00 
                  SHIP( P1, C1)       0.0000000E+00  2.000000 
                  SHIP( P1, C2) *

12X =10.00000    0.0000000E+00 

                  SHIP( P1, C3) *
13X = 25.00000  0.0000000E+00 

                  SHIP( P1, C4)       0.0000000E+00        7.000000 
                  SHIP( P2, C1) *

21X = 45.00000           0.0000000E+00 

                  SHIP( P2, C2)       0.0000000E+00        3.000000 
                  SHIP( P2, C3) *

23X =  5.000000           0.0000000E+00 

                  SHIP( P2, C4)       0.0000000E+00        2.000000 
                  SHIP( P3, C1)       0.0000000E+00        5.000000 
                  SHIP( P3, C2) *

32X =  10.00000           0.0000000E+00 
                  SHIP( P3, C3)       0.0000000E+00        3.000000 
                  SHIP( P3, C4) *

34X =  30.00000           0.0000000E+00 

 

                            Row    Slack or Surplus      Dual Price 
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                              1        1020.000            1.000000 
                              2       0.0000000E+00       -9.000000 
                              3       0.0000000E+00       -9.000000 
                              4       0.0000000E+00       -13.00000 
                              5       0.0000000E+00       -5.000000 
                              6       0.0000000E+00        3.000000 
                              7       0.0000000E+00       0.0000000E+00 
                              8        10.00000           0.0000000E+00 

  

 
LINGO مسائل تخصيص و كوتـاهترين  , ريزي خطي و حمل و نقل علاوه بر حل مسائل برنامه

.کند يريزي غيرخطي را حل م مسير و نيز برنامه
1
ز  با يك برنامه خيلي كوتاه احتمالات برخـي  ي،ن

  .كند از توزيعها نظير نرمال استاندارد و بينوميال وپواسن نيز محاسبه مي

:Pr(Z>-1.250 (  محاسبه    
  MODEL:    
PROB=@PSN(-1.250); 

  

  

  ) Lindo )Winston, 1994 page 228با كمك  نرم افزار...  حل تمرين ص

n 
    Giaptto Inc sells wooden soldiers and wooden trains 
  T he resources usead 10 produce a soldier and train are snown in Table 
 

TrainSolidiers  

5 3  Lumber

(board 

feet 
4 2  Labor

(hours)

 
 

A total of 145,000 board feet of lumber and 90,000 hours of labor are available. Up to 50,000 
soldiers and up to 50,000 trains can be sold, with trains selling for $55 and soldiers for $32. In 

                                     
  از انجمن دانشجويي مهندسي صنايع دانشگاه باهنر كرمان  مترجم حميد بازرگان رجوع شود " LINGOآشنايي با نرم افزار  "به   1
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addition to producing trains and soldiers itself, Giapetto can buy (from an outside supplier) extra 
soldiers at $27 each and extra trains at $50 each. Let 
SM = thousands of soldiers manufactured SB = thousands of soldiers bought at $27 
TM = thousands of trains manufactured TB = thousands of trains bought at $50 
Then Giapetto can maximize profit by solving the LP in the LINDO printout in Figure 22. Use 
this printout to answer the following questions. (Hint: Think about the units of the constraints and 
objective function.) 
a If Giapetto could purchase trains for $48 per train, what would be the new optimal solution 
to the LP? Explain. 
b What is the most Giapetto would be willing to pav for another 100 board feet of lumber? For 
another iqq hours of labor? 
c     If 60,000 labor hours are available, what would Qi apetto's profit be? 
d     If only 40,000 trains could be sold, what would Gi apetto's profit be? 

 
 

FIGURE  22     LINDO Output for Giapetto 

 

MAX 32 SM +  55T +5SB 5TB
SUBJECT TO 

2) 3 SM +     5TM <= 145 
3) 2 SM +  4TM < = 90 
4) SM + SB <= 50  
5) TM + TB   = 50  
END 
LP OPTIMUM FOUND AT STEP   4 

 

OBJECTIVE FUNCTION VALUE 

1)  1715.00000 
 

VARIABLE VALUE REDUCED COST 
SM 45.000000 ,00000
TM .000000 4.,0000
SB 5.000000 ,00000
TB 50.000000  .00000
ROW SLACK OR 

SURPLUS

 DUAl 

PRICES
2) 10.000000 ,00000
3) .000000 13.,50
4) .000000 5.0000
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5) .000000  5.,000
NO. ITERATIONS=  4 

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED 

 
 

RIGHT  HAND SIDE  Ranges 
ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 

 RHS INCREASE DECREASE 

2 145.000000 INFINITY 10 
3 90.000000 6.666667 90 
4 50. .000000 INFINITY 5 
5 50. 000000 INFINITY 50 
:  

  الگوريتم تجزيه 

  به معرفي نام يكي از الگوريتمهاي موسوم به  الگوريتم تجزيه يعني در اين قسمت صرفاً 

  کتـاب   ۵۶۹مي پردازيم براي شرح بيشتر بـه ص    Dantzig- walfeالگوريتم تجزيه 
Winston    

  مراجعه شود Hillier & Libermanکتاب انگليسي  ۵۲۰و ص  

تجزيه مدل بـه زيرمـدلهاي كـوچكتر اسـت      LPهاي مقابله با بزرگي مدلهاي  يكي از  راه

  .بطوريكه از جواب اين زيرمدلها ميتوان جواب مدل كلي را بدست آورد
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سـاختاري بشـكل زيـر     Aافتد كه مـاتريس   بکرات  اتفاق مي  هاي خطي  در مدل

  دارد 

  
  :مثال.  باشد ماتريس صفر مي ۰ماتريس و  AN …. A1 , BN … , B1كه در آن 

1 2 3 4Max z  4x 6x 8x 5x
.

, ,j

s t
x x x x

x x x x A

x x

x x
x x

x j

= + + +

+ + + ≤

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + ≤ =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

+ ≤

+ ≤
+ ≤
≥ =

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2

1 2

3 4

3 2 4 20
1 3 2 4
2 3 6 4

2 3 6 4 25 1 1 0 0
1 2 0 0
0 0 4 3

5
2 8

4 3 12
0 1 000 4

                

  .  گاه بصورت زير قابل تجزيه است Aماتريس 

 

[ ]

B B

A A

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤

= =⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 2

1 2

1 3 2 4
2 3 6 4
1 1 4 31 2

 

N=2 
شود وقتي اسـت كـه منـابع توسـط گروهـي از       يكي ازمواقعي كه اين نوع ماتريس در مسأله ظاهر مي

  .تواند استفاده شود فعاليتها مي

  مثال ديگر   

. .
Z CX
s t
AX b
X

=

≤
≥0

N

N

NN

AB B B
AA

A يѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧا
AA

B B BA

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

11 2

21

2

1 2

0 0
0 00 0
0 00 0

0 0
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(3 7 2 5 8 5 10) ( )

1 0 2 3 4 1 4 50
2 1 1 1 0 3 1 70
2 1 0 0 8
1 4 12

. ( )1 2 3 20
0 0 7

1 0 2 10
2 3 7

0 0 4 0 14

Max Z X

s t X

=

=

⎡ ⎤ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠

  

                         B3     B2 B1  

۴  ۱  ۱  ۳  ۲  ۰  ۱  

۱  ۳  ۰  ۱  ۱  ۱  ۲  

          ۱  ۲  

۰      ۰    ۴  ۱  

    ۳  ۲  ۱  ۰    

۰    ۲  ۰  ۱      

۳  ۲            

۰  ۴  ۰      ۰    

۶  ۱            
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 Preemptive GoalوGoal Programmngبرنامه ريزي آرماني آشنايي با 

Programming   
   I.P Integer programmingآشنايي با 

    DYNAMIC Programmingآشنايي مختصر با   

 BENNIE MERK Trucking COاز جزوه دستي                        

  منابع

  )مترجم( محمد باقر,بازرگان , )نويسنده(حمدي طه 

  در عمليات مقدمه اي بر تحقيق

  دانشگاهي مرکز نشر      

  اصغر پور،محمد جواد

  برنامه ريزي خطي  

  دانشگاه تهران  

  

)۱۳۷۹(هليه و ليبرمن ترجمه مدرس وآصف وزيري  

برنامه ريزي خطي                

نشر تندر               
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