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برنامه ریزي صفر و یک چیست؟  
گونه اي ویژه از برنامه ریزي عدد صحیح 

) صفر یا یک(متغییر تصمیم دو ارزشی  

نیازمند الگوریتمی ویژه براي حل 

Binary Integer Programming (BIP)

 0,1jx 

LP

ILP

BIP
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کاربردهاي برنامه ریزي صفر و یک  
متغییرهاي دو به دو ناسازگار  

 اگر حداکثر یکی از متغییرهاي یک مجموعهM تایی باید انتخاب شود

متغییرهاي این یا آن  
  اگر تنها یکی از متغییرهاي یک مجموعهM تایی بتواند انتخاب شود .

1j
j M

x




1j
j M

x




2009/03/05پنجشنبه،  1 - 0برنامه ریزي  :: 3پژوهش عملیاتی :: دکتر سلیمی فرد  4

کاربردهاي برنامه ریزي صفر و یک  
متغییرهاي وابسته 

 اگرxk   تنها در صورتی انتخاب شود که xj ،هم انتخاب شود 
 تصمیم گیري در موردxk مشروط به تصمیم در باره xj است 

یا
k jx x

0k jx x 

IF (xj = 0) THEN
xk = 0

ENDIF
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کاربردهاي برنامه ریزي صفر و یک  
هزینه ثابت

 تولید یک محصول(xj)نیازمند راه اندازي یک خط تولید 
 هزینه خرید و راه اندازي(kj) فقط در صورت راه اندازي( هزینه ثابت(
هدف کمینه سازي تابع هزینه کل

تعریف محدودیت وابسته زیر

min ... j j j jZ k y c x  

j j jx U y

 xjحداکثر تولید 

 xjهزینه تولید هر واحد 

متغییر تصمیم راه اندازي خط
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1 -  0حل برنامه ریزي 
     قابل حل با بررسی همه ترکیبهاي ممکن از ارزش متغییرها

 روش شمارش صریح(Explicit Enumeration) 
 2نیازمندn بررسی 
 افزایش شگرف مدت زمان اجرا با افزایش شمار متغییرها

1

2 3

4 5 6 7

x1 = 1x1 = 0

x2 = 1x2 = 0x2 = 0 x2 = 1

x1 = 0
x2 = 0

x1 = 0
x2 = 1

x1 = 1
x2 = 0

x1 = 1
x2 = 1
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الگوریتم شمارش ضمنی 
  1967 در (Balas)بالاس  

راه حلی براي کاهش شمار جستجوها 
شناخته شده به نام الگوریتم جمعی 

شکل استاندارد

Implicit Enumeration

1

1

max           (  0)

    ( 1, 2,..., )

0    1

n

j j j
j

n

ij j i
j

j

Z C X where C

a x b i m

x





 

 

 




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استانداردسازي 
 ضرب شود-1 باشد، در ≤اگر محدودیت 

 yj=1-xj ، تغییر متغییر   Cj>0اگر 
 max ضرب تا به صورت    -1، در minاگر تابع هدف 
 ≥ و ≤باشد، تبدیل به دو محدودیت = اگر محدودیت 

1

n

ij j i
j

a x b


 1

1

n

ij j i
j

n

ij j i
j

a x b

a x b










 





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استانداردسازي 
 2mشیوه پیشین، افزایش شمار محدودیتها به   

m+1محدودیت 
1 1

1

2 2
1

1

n

j j
j

n

j j
j

n

mj j m
j

a x b

a x b

a x b




























M

1 1
1

2 2
1

1

1

n

j j
j

n

j j
j

n

mj j m
j

n

ij j i
j

a x b

a x b

a x b

a x b




















 
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یک مثال 
: زیر را استاندارد کنید1 –  0مسئله  

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

max 2 5 3 4 8
3 2 7 5 4 2 6

2 4 2 0
0  1j

Z x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x

x

     

     

      
 

1 1

3 3

5 5

1
1
1

x y
x y
x y

 
 

 

2 2

4 4

6 6

x y
x y
x y




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یک مثال 

مدل استاندارد
1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

max 2 5 3 4 8 11
3 2 7 5 4 2 8

2 4 2 5
0  1j

Z y y y y y y
y y y y y y

y y y y y y
y

      

       
       

 

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

(1 ) 2(1 ) 4 2(1 ) 0
1 2 2 4 2 2 0

y y y y y y
y y y y y y

         
        

1 2 3 4 5 62 4 2 5y y y y y y       
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 1 –  0حل مسئله استاندارد  
همانند شاخه و کران

≥Cjچون همه   max Z = 0 ، پس max و تابع هدف  0
به شرط نبود عدد ثابت در تابع هدف

چند اصطلاح
 حل جزیی(partial solution) 

 داشته باشد) 1 یا 0(برخی متغییرهاي تصمیم مقدار
 متغییرهاي ثابت(fixed variables) 

متغییرهایی که در حل جزیی به آنها مقدار تخصیص داده شود
 متغییرهاي آزاد(free variables) 

متغییرهایی که در حل جزیی به آنها مقدار تخصیص نداده شود
 بودن آنها گرفته نشده1 یا 0بر روي آنها شاخه زنی انجام نگرفته و تصمیمی براي 

     irmgn.ir



2009/03/05پنجشنبه،  1 - 0برنامه ریزي  :: 3پژوهش عملیاتی :: دکتر سلیمی فرد  13

1 –  0حل مسئله استاندارد  
1

2 3

4 5 6 7

x1 = 1x1 = 0

x2 = 1x2 = 0x2 = 0 x2 = 1

x1 = 0
x2 = 0

x1 = 0
x2 = 1

x1 = 1
x2 = 0

x1 = 1
x2 = 1

متغییر ثابت متغییر آزاد حل جزیی گره
x1 F(1) P2(-1) 2
x1 F(1) P3(1) 3

x1,x2 F(φ) P5(-1,2) 5
x1,x2 F(φ) P7(1,2) 7

1- : x1=0 
2 : x2=1 

مجموعه متغییرهایی که بر 
روي آنها شاخه زنی نشده
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ضابطه هاي شاخه زنی در روش بالاس   
ن متغییر آزادي که در همه محدودیتهاي داراي متغییر کمکی منفی، ضریب آ1.

مثبت است براي شاخه زنی انتخاب نشود  
افزودن این متغییرها به حل جزیی نمی تواند ناموجه بودن را بهتر کند

 رابطه زیر را برآورد، آن متغییر براي شاخه زنی  Xj براي متغییر آزاد  Cjاگر 2.
.انتخاب نشود

 این ضابطه فقط با بدست آوردن یک جواب موجهZLبررسی می شود 
کنار نرفت، متغییري که قدر مطلق مجموع مقادیر   ) 2( و ) 1(اگر متغییر آزادي با  3.

. منفی متغییرهاي کمکی را کمینه می کند انتخاب شود 

j LZ C Z 

1

min(0, )
n

j i ij
j

V S a


 

تابع هدف بر اساس 
جواب جزیی مربوطه
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ضابطه هاي به ژرفا رسیدن   
. باشدZLمقدار تابع هدف گره کمتر از 1.

  اگر تابع هدف باZL برابر باشد شاید بهینه چند گانه 
: نرسیدن به جواب موجه معادل با رابطه زیر2.

نبود متغییر آزاد 3.

دستیابی به یک جواب موجه 4.

مجموع ضرایب منفی متغییرهاي 
- ام iآزاد مربوط به محدودیت  Siمربوط به هر گره <
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گامهاي الگوریتم شمارش ضمنی بالاس 
استاندارد سازي مدل1.
. با کمک جواب موجهZLتعریف یک حد پایینی 2.

 ،اگر چنین حدي نبودZL = -∞ ، )همه متغییرها آزادند(
) با کمک ضابطه هاي انتخاب .  (انتخاب متغییر شاخه زنی 3.
اگر . محاسبه تابع هدف، حل جزیی، متغییرهاي آزاد، متغییرهاي ثابت  4.

. شودZL باشد، جایگزین ZLجواب موجه بهتر از  
بررسی ضابطه ژرفا   5.
  3در غیر اینصورت به گام  . اگر هیچ جواب جزیی نیست، ایست کنید6.

.بروید
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مثال 
.مسئله زیر داده شده است 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

max 8 2 4 7 5
3 3 2 3 2
5 3 2 4

0 1j

Z x x x x x
x x x x x
x x x x x

x

     
    

    

 
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حل مثال 
استاندارد سازي محدودیتها و افزودن متغییرهاي کمکی: 1گام 

همه متغییرها آزاد با مقدار صفر، متغییرهاي کمکی منفی و نبود      : 2گام 
∞- = ZLحل موجه، پس 

.  انتخاب متغییر شاخه زنی   : 3گام 
 1با توجه به ضابطه x5 داراي ضریب مثبت در   ( انتخاب نمی شود

)محدودیتهاست، به بهبود حل کمکی نمی کند
 چون ZL=-∞ قابل کاربرد نیست 2، ضابطه 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 1

1 2 3 4 5 2

max 8 2 4 7 5
3 3 2 3 2
5 3 2 4

0 1j

Z x x x x x
x x x x x S
x x x x x S

x

     

       
       

 
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2009/03/05پنجشنبه،  1 - 0برنامه ریزي  :: 3پژوهش عملیاتی :: دکتر سلیمی فرد  19

حل مثال 
 3بررسی ضابطه :

 چونmin |Vi| = V1 پس شاخه زنی بر روي ، x1

       
   
   
   

1 1 11 2 21

2

3

4

min 0, min 0, min 0, 2 ( 3) min 0, 4 ( 5) 0

min 0, 2 ( 3) min 0, 4 ( 3) 1

min 0, 2 ( 1) min 0, 4 ( 2) 5

min 0, 2 (2) min 0, 4 ( 1) 7

V S a S a

V

V

V

            

         

         

        

0 ZL=-∞ =-8

1
x1=1

2
x1=0Z=-8

S=(1,1)
F=(2,3,4,5)
P1=(1)

Z=0
S=(-2,-4)
F=(2,3,4,5)
P2=(-1)

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 1

1 2 3 4 5 2

max 8 2 4 5
3 3 2 3 2
5 3 2 4

0 1j

Z x x x vx x
x x x x x S
x x x x x S

x

     
       
       

 
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حل مثال 
 چون مقادیر   : 4گامSi در این گره .  افزایش می یابد-8 به ZL ، مقدار 0<

. استx1 براي 1 آزادندو جواب جزیی داراي مقدار 5، 4، 3،  2متغییرهاي 
 2بررسی ضابطه ژرفا براي گره  . 1رسیدن به ژرفا در گره :  5گام .

 مقدار ) 1ضابطهZ برابر با صفر، و کمتر از ZL=-8پس به ژرفا نرسیده است.  نیست.
 2بررسی امکان یافتن حل موجه براي گره ) 2ضابطه 

 به ژرفا نرسید2پس گره .

3 2

3 ( 2) ( 1) 4

  

      
1 در محدودیت x2ضریب 

 x4، و x2 ،x3مجموع ضرایب 1مقدار کمکی محدودیت 
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حل مثال 
 چون هم متغییر آزاد داریم و هم جواب گره موجه نیست،  ) 4 و 3ضابطه

.این گره به ژرفا نرسیده است
شاخه زنی بعدي بر روي همین گره

0 ZL=-∞ =-8

1
x1=1

2
x1=0Z=-8

S=(1,1)
F=(2,3,4,5)
P1=(1)

Z=0
S=(-2,-4)
F=(2,3,4,5)
P2=(-1)

3 4 حل را ادامه دهید
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حل مثال 
 چون هم متغییر آزاد داریم و هم جواب گره موجه نیست، این  ) 4 و 3ضابطه

.گره به ژرفا نرسیده است
 2شاخه زنی بعدي بر روي همین گره   3 رفتن به گام  

:  3گام 
 کنار گذاشتن  ) 1ضابطهx5 
 4، و 3،  2 براي متغییرهاي آزاد  2بررسی ضابطه  

2 4 LZ C Z 

2 2 LZ C Z 

2 3 LZ C Z 

0 ( 2) 8   

0 ( 4) 8   

0 ( 7) 8   
همگی رد، 

هیچ متغییر آزادي را  
. نمی توان کنار گذاشت
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حل مثال 
ها Vjمحاسبه 

V2 = -1,  V3 =-5,  V4 = -7 
 چونMin{Vi} = V2 پس شاخه زنی برر روي ، X2 

0 ZL=-∞ =-8

1
x1=1

2
x1=0Z=-8

S=(1,1)
F=(2,3,4,5)
P1=(1)

Z=0
S=(-2,-4)
F=(2,3,4,5)
P2=(-1)

3
x2=1

4
x2=0

Z=-2 
S=(1,-1)
F=(3,4,5)
P3=(-1, 2)

Z=0
S=(-2,-4)
F=(3,4,5)
P4=(-1,-2)

2009/03/05پنجشنبه،  1 - 0برنامه ریزي  :: 3پژوهش عملیاتی :: دکتر سلیمی فرد  24

حل مثال 
محاسبه جواب مدل در هر گره،  : 4گام 
  جواب هر دو گره ناموجه، پس نبود تغییر درZL 

بررسی ژرفا   : 5گام 
 1ضابطه (

 کمتر از 3مقدار تابع هدف گره ZL نیست ژرفا نیست 
 کمتر از 4مقدار تابع هدف گره ZL نیست ژرفا نیست 

 2ضابطه(
 فقط : 3گرهS2  ، پس فقط بررسی محدودیت دوم0 >

 4گره :S1, S2  ، بررسی هر دو محدودیت0 >

2 1 1   

0 2

2 1 4

 

    رسیدن به ژرفا :: 4برآورده شدن ضابطه براي گره 
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حل مثال 
 به ژرفا   4گره 
  3شاخه زنی بر روي گره   ::  همچنان فعال 3گره 

0 الگوریتم 3برگشت به گام  ZL=-∞ =-8

1
x1=1

2
x1=0Z=-8

S=(1,1)
F=(2,3,4,5)
P1=(1)

Z=0
S=(-2,-4)
F=(2,3,4,5)
P2=(-1)

3
x2=1

4
x2=0

Z=-2 
S=(1,-1)
F=(3,4,5)
P3=(-1, 2)

Z=0
S=(-2,-4)
F=(3,4,5)
P4=(-1,-2)
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حل مثال 
:  3گام 
F3 =(3,4,5)، 
 کنار گذاشتن    :: 1بکارگیري ضابطهX5

 2بکارنگرفتن ضابطه :: نبود جواب موجه 
 محاسبه   :: 3بکارگیري ضابطهV3 و V4 ::   انتخابV3 ::   انتخابX3  و 

 X3شاخه زنی بر روي  
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0 ZL=-∞ =-8

1
x1=1

2
x1=0Z=-8

S=(1,1)
F=(2,3,4,5)
P1=(1)

Z=0
S=(-2,-4)
F=(2,3,4,5)
P2=(-1)

3
x2=1

4
x2=0Z=-2 

S=(1,-1)
F=(3,4,5)
P3=(-1, 2)

Z=0
S=(-2,-4)
F=(3,4,5)
P4=(-1,-2)

حل مثال 

5
x3=1

6
x3=0
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حل مثال 
 محاسبه جوابها  : 4گام

 موجه5فقط گره 
Z5 < ZL ::  جایگزینی باZL  ZL = -6 

 بررسی ژرفا   : 5گام
 پاسخ موجه  :: 5گره رسیدن به ژرفا4 طبق ضابطه 
 6گره :: 

 1ضابطه :: Z6 > ZL ژرفا نیست 
 2ضابطه :: S6=(1,-1) بررسی محدودیت دوم 
 3ضابطه :: F6=(4,5) ژرفا نیست 
 پاسخ موجه نیست  :: 4ضابطهژرفا نیست 

Z=-6 
S=(0, 1)
F=(4,5)
P5=(-1, 2,3)

Z=-2
S=(1,-1)
F=(4,5)
P6=(-1,-2,-3)

1 1   ژرفا نیست
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حل مثال 
  6بررسی شاخه زنی بر روي گره   : 6گام 
 1ضابطه :X5  کنار گذاشته می شود 
 تنها متغییر آزاد باقیمانده    : 2ضابطهX4 

 شرط برقرار است کنارگذاشتن X4 
نبود متغییر آزاد براي شاخه زنی
ایست

پاسخ بهینه مدل 
 5در گره  
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