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  به نام خدا

  فصل اول

درس  آمار و كاربرد آن در مديريت يكي از دروس اصلي رشته مديريت بوده و هدف آن آشناسازي دانشجويان با علم 
  آمار و نحوه بكارگيري آن در دانش مديريت است

 كليات

 راي روش علمي است كه براي جمع آوري ، تلخيص ، تجزيه و تحليل ، تفسير و بطور كلي ب: تعريف آمار
 . مطالعه و بررسي مشاهدات بكار گرفته مي شود

 از فنون آماري در مديريت براي چه مقاصدي استفاده مي شود ؟ 

 )با بررسي قيمت سهام در مورد آينده قيمت آنها نظر دادن( براي تبديل داده ها به اطلاعات  -1

ري در سرعت رسيدگي به مراجعات اجراي يك سيستم اتوماسيون نامه نگا( براي بررسي صحت و سقم فرضيات -2
 )تاثيري دارد يا نه؟

در بررسي سلامت رواني افراد  GHQپرسشنامه (   براي تعيين اعتبار و پايايي تحقيقات پرسشنامه اي و مصاحبه اي -3
  .)به خوبي عمل مي كند

 قرار مي جامعه بزرگترين مجموعه از موجودات است كه در يك زمان معين ، مطلوب ما : تعريف جامعه
 . . . مثل جامعه فرهنگيان ايران و  .گيرند

به طور مثال اگر هدف شما بررسي رضايتمندي كاركنان . لازم به ذكر است جامعه متناسب با هدف شما تغيير مي كند
  .بانك مركزي باشد، جامعه مورد نظر شما تمام كاركنان بانك مركزي مي باشد

 ..اشد جامعه شما به صورت تمام معلمان تعريف مي شود واگر هدف شما بررسي رضايتمندي معلمان ب

 تعدادي از عناصر مطلوب مورد نظر كه حداقل داراي يك صفت مشخصه باشند: جامعه آماري. 

 صفتي است كه بين همه عناصر جامعه آماري مشترك و متمايز كننده جامعه آماري از ساير : صفت مشخصه
 .جوامع باشد

 انواع جامعه آماري 

 )كاركنان بانك مركزي. (يعني جامـعه مقادير از تعـداد محدود و ثابتي تشكيل شده و پايان پذير باشد: ود محد -1

  )تمام برگ هاي درختان. ( يعني جامعه از يك رديف بي انتهايي از مقادير تشكيل شده باشد: نا محدود  -2
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 ي كه بيان كننده ويژگي هاينمونه عبارتست از تعداد محدودي از آحاد جامعه آمار: تعريف نمونه 

براي بررسي يك روش . نمونه انتخاب شده باشد تا حد ممكن شبيه جامعه مورد نظر باشد. ( اصلي جامعه باشد  

آموزش درست نيست فقط دانشجويان با معدل بالا را انتخاب كرد بلكه انتخاب دانشجويان از هر طيف معدل الزامي 

 .) است

 انواع شاخص هاي آماري 

(  ..بدست مي آيند) انـدازه گيري تمامي عناصـر جامعه آماري ( شاخـص هايي كه از طريق سرشـماري : پارامتر  -1

 .)محاسبه متوسط درآمد كاركنان  بانك مركزي با استفاده از اندازه گيري درآمد تمام كاركنان دولت

محاسبه متوسط . ( بدست مي آيند) ز جامعه اندازه گيري بخشي ا( شاخـص هايي كه از طريق نمـونه گيري :  آماره -2

   .)درآمد كاركنان  بانك مركزي با استفاده از اندازه گيري درآمد نمونه اي از كاركنان دولت

 

 روش هاي ناپارامتريك  

با نمونه هاي كوچك را مي توان با ) كيفي(در جوامع آماري اي كه از توزيع نرمال برخوردار نيستند و داده هاي غيركمي 

 .اين فنون بررسي كرد

   

 سير تحول علم آمار از نظر موضوعي عبارت  است از:  

 آمار توصيفي -1

 آمار استنباطي -2

  آمار ناپارامتريك -3
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 آمار توصيفي 

چنانچه محاسبه مقادير و . اين توع آمار به توصيف جامعه مي پردازد و هدف آن محاسبه پارامترهاي جامعه است

  .با استفاده از سرشماري تمامي عناصر آن انجام گيرد به آن آمار توصيفي گويندشاخص هاي جامعه آماري 

 آمار استنباطي  

در اين نوع آمار با استفاده از مقادير نمونه، آماره ها محاسبه شده و به كمك تخمين و آزمون فرض آماري، آماره ها به 

جا سخن از استنباط  و استنتاج باشد، به آن آمار در بحث هاي آماري هر. ( پارامترهاي جامعه تعميم داده مي شود

  .)استنباطي گويند

 آمار ناپارامتريك  

آمار ناپارامتريك در مقابل آمار پارامتريك مطرح مي شود يكي از فرض هاي اساسي در آمار پارامتريك برخوردار بودن 

در بررسي هايي كه . ورتي نداردمشاهدات از تويع نرمال است، در حالي كه در فنون ناپارامتريك اين فرض ضر

متغيرهاي آنهاداراي مقياس كيفي هستند، از اين روش ها استفاده مي شود چرا كه متغيرهايي كه داراي مقياس كيفي 

 هستند فاقد توزيع آماري بوده و به آنها آزاد توزيع گويند

 مراحل پژوهش علمي در آمار 

 مشخص كردن هدف -1

 جمع آوري داده ها -2

 ه و تحليل داده ها  تجزي -3

   بيان يافته ها -4
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 دو عنصر اصلي تحقيقات رفتاري و مديريتي  

 فرضيه هاي تحقيق -1

  .متغيرهايي كه براي آزمودن آنها بكار گرفته مي شوند -2

  

 نقش متغيرها در فرضيات 

را مشاهده و ) فرضيه ها (  متغيرها ، فرضيه ها را بصورتي نشان مي دهند كه محققان رفتاري و مديريتي بتوانند آنها
   .اندازه گيري نمايند

 

 انواع متغيرها  

 متغير خصيصه -1

 متغير مستقل -2

 متغير وابسته  -3

 )واسطه اي ( متغير تعديل كننده  -4

 متغير كنترل -5

 متغير خصيصه  

مثل . است تغيير كند  متغيري كه مقدار آن از يك فرد به فرد ديگر و يا از يك عضو به عضو ديگر جامعه آماري ممكن

  ..اندازه سازمان، قد افراد، رنگ چشم افراد ، نظر آنها در مورد يك موضوع خاص و 

 متغير مستقل  

 .به علت احتمالي يا فرضي متغير وابسته ، متغير مستقل يا متغير درونداد و به عبارتي محرك گفته مي شود 

     irmgn.ir



٥ 

 

افرايش قد افراد بررسي كنيم در اين حالت مصرف شير روي فرض كنيد مي خواهيم تاثير مصرف شير را روي : مثال
   .افزايش قد تاثير دارد ولي افزايش قد روي مصرف شير تاثير نداردبنابراين متغير مستقل مصرف شير است

 
 متغير وابسته  

برونداد اطلاق مي  به متغيري كه به تبع تغيير متغير مستقل ، مقدارش كم و زياد مي شود متغير وابسته ، متغير پاسخ و يا
  .در مثال قبل افزايش قد از آنجايي كه وابسته به مصرف شير است به عنوان متغير وابسته شناخته مي شود: مثال. شود

  واسطه اي ( متغير تعديل كننده(  

متغر بدين اين . متغر ثانوي است كه پژوهشگر مي خواهد تاثير آن را در متغير مستقل اوليه و متغير وابسته ملاحظه كند

منظور انتخاب مي شود كه روشن شود آيا اين متغير ، رابطه بين متغير مستقل و متغير وابسته را تحت تأثير قرار مي دهد 

  .يا نه

 متغير كنترل  

 .  به متغيرهايي كه در موقع انجام پژوهش ، لازم است تأثير آنها خنثي شده و يا از بين برود، متغيرهاي كنترل مي گويند

  متغير تعديل كننده با متغير كنترل فرق

موقع انجام تحقيق ، پژوهشگر سعي مي كند تأثيرات متغير كنترل را از بين ببرد ولي تأثيرات متغير تعديل كننده را مورد 

  .بررسي قرار مي دهد

 مقياس هاي اندازه گيري متغير ها 

 ) Nominal  scale( مقياس اسمي         -1

 ) Rank  scale)            ( تبه اير( مقياس ترتيبي  -2

 ) Interval  scale( مقياس فاصله اي       -3

  ) Ratio  scale( مقياس نسبي                -4
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 مقياس رسمي يا طبقه اي 

. در اين نوع مقياس محققين از اعداد يا سمبولها صرفا براي طبقه بندي اشيا، اشخاص يا خصوصيات استفاده مي كنند
را براي زن انتخاب كنيم ولي اين ارقام مفهومي از رتبه  2را براي مرد و عدد  1در مورد جنسيت ممكن است عدد : مثال

  .را در برندارند

 مقياس ترتيبي  

اگر صرف نظر از تفاوت محتويات يك طبقه با طبقه ديگر، يك نوع ارتباط بين آنها برقرار باشد در آن صورت مي 
  به طور مثال در طيف ليكرت. اي مقياس ترتيبي استگويند متغير مورد نظر دار

 مقياس فاصله اي 

در اين . در مقياس ترتيبي زماني كه فاصله بين دو طبقه نيز براي ما اهميت داشته و به طور دقيق قابل اندازه گيري باشد
واحد اندازه گيري و در اين نوع اندازه گيري نسبت هر دو فاصله، مستقل از . حالت به آن مقياس فاصله اي گويند

  .مستقل از نقطه صفر است

  مقياس نسبي

مقياسي است كه علاوه بر داشتن همه خصوصيات مقياس فاصله اي ، داراي نقطه صفر واقعي نيز هست ، مثل پوند و 
  گرم

  جدول مقادير مقياس هاي چهارگانه

 

 

 فرضيه 

ت دقيق و روشن بيان مي كند  و پس از آزمايش ، صحت عبارتي آزمايشي است كه رابطه بين دو يا چند متغير كه بصور

  . يا سقم آن مشخص مي شود
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 ويژگي هاي يك فرضيه خوب  

 ) بيان در قالب جملات خبري (واضح و بدون ابهام  -1

 )علت يابي ( قابل تبيين  -2

 مورد انتظار بين متغيرهابيان كننده رابطه  -3

   )آزمون پذيري ( قابل آزمون بودن  -4

 

 واع فرضيه هاي پژوهشيان 

 فرضيه هاي توصيفي  در مقابل فرضيه هاي استنباطي-1

 فرضيه هاي تك متغيره  در مقابل فرضيه هاي چندمتغيره -2

 فرضيه هاي همبستگي در مقابل فرضيه هاي تجربي-3

 فرضيه هاي پژوهشي با گروه هاي زوج شده در مقابل فرضيه هاي مستقل -4

  ر مقابل ناپارامتريكفرضيه هاي پارامتريك د -5

 
 فرضيه توصيفي درمقابل فرضيه استنباطي  

فرضيه توصيفي فرضيه اي است كه در مورد كل جامعه آماري تدوين شده بعبارتي ادعايي را در مورد كل جامعه آماري 
ز كل جامعه در حالي كه فرضيه استنباطي به فرضيه اي اطلاق مي شود كه در مورد يك نمونه انتخابي ا. بيان مي نمايد

 آماري تدوين شود و صحت و سقم آن تحت تأثير خطاي نمونه گيري باشد

اگر براي بررسي اين فرضيه متوسط قد كل دانشجويان ايران اندازه . است 160متوسط قد دانشجويان در ايران : مثال
ان اندازه گيري شود و گيري شود فرضيه مورد نظر توصيفي و اگر براي بررسي اين فرضيه قد يك نمونه از دانشجوي
  .براساس توزيع و در نظر گرفتن خطاي نمونه گيري به آن پاسخ داده شود، فرضيه استنباطي است
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 فرضيه تك متغيره در مقابل چند متغيره 

 .بر اساس تعداد متغيرهايي كه در يك فرضيه حضور دارند آن را تك متغيره يا چند متغيره مي نامند

با توجه به اينكه تنها متغيري كه در فرضيه حضور دارد قد ” است 160ويان در ايران قد دانشج”در فرضيه: مثال
بين انتخاب يك سيستم تشويقي مناسب براي كاركنان و افزايش “ دانشجويان است، فرضيه تك متغيره و در فرضيه 

افزايش “و ”ستم تشويقي مناسب انتخاب يك سي“با توجه به آنكه دو متغير ” . كارايي سازمان رابطه معناداري وجود دارد
   .در قرضيه حضور دارند فرضيه چند متغيره است” كارايي سازمان

 
  فرضيه همبستگي در مقابل فرضيه تجربي 

در فرضيه هاي همبستگي و تجربي هدف بررسي وجود رابطه بين دو يا چند متغير است با اين تفاوت كه در فرضيه 
رسي تحت كنترل پژوهشگر نيست ولي در فرضيه هاي تجربي حداقل يكي از همبستگي هيچ يك از متغيرهاي مورد بر

 .متغيرها تحت كنترل پژوهشگر است

( در اين فرضيه بررسي همبستگي بين دو متغير مدنظر است، . بين تورم و نرخ بيكاري رابطه معناداري وجود دارد: مثال
 .س فرضيه مورد نظر از نوع همبستگي استپ. كه هيچ يك تحت كنترل پژوهشگر نيست ) تورم و نرخ بيكاري

در اين فرضيه نيز . و ميزان كارايي آنها رابطه معنا داري وجود دارد Bبه محل  Aبين تغيير محل خدمت كاركنان از محل 
خدمت  Bو كدام يك از كارمندان در محل  Aبررسي از نوع همبستگي است ولي انتخاب اينكه چه كارمنداني در محل 

 .نيار پژوهشگر است بنابر اين فرضيه از نوع تجربي استكنند در اخ

 فرضيه با گروه هاي جور شده در مقابل گروه هاي مستقل  

در فرضيه با گروه هاي زوج شده، پژوهشگران يك گروه نمونه دارند كه در آن هر آزمون شونده را از لحاظ يك متغير 
وه هاي مستقل، محقق براي آزمون ، دو گروه دارد كه هر كدام از واحد دو بار اندازه گيري مي كنند ولي در فرضيه با گر

 .آنها را از لحاظ يك متغير واحد مشابه يك بار بطور جداگانه اندازه گيري مي نمايد

براي بررسي چنين فرضيه اي يك گروه از . بر روي كارايي كارمندان اثر مثبت دارد Aاستفاده از سيستم آموزشي : مثال
اب شده و كارايي آنها قبل و بعد از آموزش بررسي مي شود و بين اين دو دسته از اطلاعات بررسي انجام كارمندان انتخ
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در اين مورد ما تنها يك گروه داشتيم كه به صورت قبل و بعد بررسي شدند پس فرصيه مورد نظر از نوع . مي شود
 .فرضيه با گروه هاي جور شده است

است در اين مورد ما دو دسته از افراد را مورد بررسي قرار  Bز كارايي كاركنان شركت بيشتر ا Aكارايي كاركنان سازمان 
   .مي دهيم بنابراين فرضيه بيان شده، فرضيه با گروه هاي مستقل است

 
 فرضيه هاي پارامتريك در مقابل ناپارامتريك   

و يا (ه اي استفاده شده و توزيع جامعه فرضيه هاي پارامتري فرضيه هايي هستند كه در آنها از متغيرهاي نسبي يا فاصل
در مقابل فرضيه هاي ناپارامتريك، فرضيه هايي هستند كه متغيرهاي موجود در آنها داراي . نرمال مي باشد) نمونه 

( مقياس اسمي يا رتبه اي مي باشند يا اين كه بر اساس شواهد موجود ، محققان نمي توانند فرض نرمال بودن جامعه 
  .بپذيرندرا ) نمونه 
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 مطالعه توصيفي داده هاي طبقه بندي نشده: فصل دوم        

مي )  N≥20( هدف اين فصل آشناسازي دانشجويان با پارامترهاي مركزي و پراكندگي در جوامع كوچك 
 .باشد

تجربيات آزمايشگاهي ، نظر خواهي از مردم و بررسي سندهاي تاريخي با  در فعاليتهاي متنوعي از قبيل
مجموعه داده هاي  فرآيند جمع آوري داده ها هرچه باشد ، .مداده ها سروكار داري فرآيند جمع آوري

ارقام تا صدها و  محدودي  تواند از تعدادي حاصل معمولاً متشكل از اندازه هاي عددي است كه مي
ن انسان نمي تواند زيادي از اندازه ها ذه در مواجهه با تعدادو  بلكه هزارها عدد را در بر داشته باشد

 داده را فوراً درك كند محتواي كلي اطلاعات ثبت شده در مجموعه خلاصه كردن و توضيح  .
 .مي نامند آمار توصيفي مهم مجموعه دادها را معمولاً خصوصيات

  .پارامترهاي توصيفي كه در اين فصل مطالعه مي شوند را مي توان به صورت زير بيان كرد
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وينزوری

پارامترھای 
توصيفی

پارامترھای 
مرکزی

 پارامترھای
پراکندگی

ميانگين

ميانه

چارک

مد

نيمه واريانس

انحراف معيار

واريانس

انحراف متوسط از 
ميانگين

چارکی دامنه ميان

دامنه تغييرات

ضريب پراکندگی

ھارمونيک

پيراسته

ھندسی

حسابی

وزنی

ساده

وزنی

ساده

وزنی

ساده

  
  

  .ها چند نماد معرفي مي كنيمقبل از بيان شاخص 

, تعدادي اندازه است كه به طور نمادي به صورت مجموعه داده ها متشكل از , ,nx x x2 1 نشان داده مي   
 همربوط ب ) n(يس زيرنو آخرين. شوند  nxنشان دهنده تعداد داده هاست، و ،  , ,x x2 1 به ترتيب   

  .ددومين مشاهده، و الي آخر، هستن نشان دهنده اولين مشاهده،

عمل جمع كردن داده ها يا اعداد ديگري كه با استفاده از داده ها به دست مي  در مطالعه آمار ، همه جا با
 دنما  ،(+) براي اجتناب از نوشتن مكرر علامت . سروكار داريم  آيند ، حرف بزرگ يوناني ( 
  . رياضي براي عمل جمع به كار مي بريم را به عنوان اختصار) سيگما
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 دنما
n

i
i

x



1
 نشان دهنده مجموع  n   عدد  , , ,nx x x2 1 : شود مي  است اين نماد به اين صورت خوانده  

 مجموع تمام ix   ها ، كه  i n  تا 1از      .دتغيير مي كن   

n

i n
i

x x x x


    1 2
1

  

  جمله اي كه بعد از نماد ، و نمادهاي بايد جمع شوند ، نشان دهنده مقاديري است كهنوشته مي شود  
 پايين و بالاي  دامنه زيرنويس   i   .را معين مي كنند  

  

 پارامتر مركزي

به هر معيار عددي كه معرف مركز مجموعه داده ها باشد ، پارامتر مركزي اطلاق مي شود يعني همان مقدار 
 .اهدات در اطراف آن توزيع شده اندنماينده اي كه مش

 مهمترين پارامترهاي مركزي

، ميانگين هندسـي ميانگين وينزوري، ،ميـانگين؛ شامـل ميانـگين حسـابي، ميانگين پيراسـته -1
  ميانگين هارمـونيـك

  ميانه -2

  )نما ( مد  -3

  ، چارك سومچاركها؛ شامل چارك اول، چارك دوم -4

  

  

  

     irmgn.ir



١٣ 

 

 ميانگين -1

، م بر روي يك محور رديف شده باشند، در داده هايي كه بصورت منظادل يا مركز ثقل توزيعبه نقطه تع
  .اطلاق مي شود)  Mean( ميانگين 

 ميانگين حسابي 1-1

 ميانگين حسابي ساده 1-1-1

 .اين ميانگين از تقسيم مجموع مشاهدات بر تعداد آنها بدست مي آيد

      

n

i
i

x N

X
 


1 

 

 ميانگين حسابي موزون 1-1-2

اگر هر يك از مشاهدات داراي وزني باشند، و اين وزن ها را با   
iw     در اين صورت . نشان دهيم

 .ميانگين حسابي موزون به صورت زير تعريف مي شود

k

ii
ii i

kw

i
i

N

W X W X

W
 




 



1

1

 

   ت، مطلوب است معدل او دروس ابتدايي فردي به شرح زير اس) الف: 1مثال  

 

ادبع
ي

ريا
ض

در
س

     irmgn.ir



١٤ 

 

  

193
201918



x     

نمرات درس دبيرستان به شرح زير مي باشد، دقت فرمائيد كه هر درس بر حسب اهميت ) ب
  : خود واحدي نيز دارد 

  

8818
9

203192184
/


x  

 

 

  

مدير عبارت  5نمره مسئوليت پذيري ) الف: 2مثال
  است از

, , , ,ix  10 15 14 8 13  

مدير را محاسبه  5ميانگين نمره مسئوليت پذيري اين 
  .كنيد

x
   

  
10 15 14 8 13 60 12

5 5
  

  .مدير به صورت زير است 20نمرات مسئوليت پذيري ) ب

ا
ت

ي

2
19 18 

نمر
ه

علو
م

ادبيا
 ت

ريا
ض
ي

د

3 2 4 

و

20 19 18 

ن
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
/w

        
 

   
3 5 2 6 5 10 6 12 4 15 10 45

3 2 5 6 4
  

  .تكرارها به عنوان وزن مشاهده محصوب مي شوند. زماني كه در مشاهدات تكرار وجود دارد: نكته

 خواص ميانگين حسابي: 

  :يعني. استجمع جبري اختلاف مجموعه اي از اعداد از ميانگينشان برابر صفر  - 1

( )
N

i x
i

x 


 
1

0  

ميانگين اعداد . ضرب شود bجمع شود، و در عدد ثابت  aهر گاه هر يك از مشاهدات با عدد ثابت  - 2
  :يعني. خواهد بود aبه اضافه  bحاصل شده برابر  ميانگين مجموعه اعداد قبلي ضرب در 

i i y xy b x a b a         

حاصل شده  zو  xاز جمع دو به دو اعداد  yو مجموعه . ه از مشاهدات باشنددو مجموع zو  xاگر  - 3
  :يعني. zو  xبرابر استبا جمع دو ميانگين مشاهدات  yباشد، ميانگين مجموعه 

i i i y x zy x z         

15 12 10 6 5 

ix

نم(
ره
( 

4 6 5 2 3 

iw

ت(
كرا
)ر  

     irmgn.ir



١٦ 

 

 ميانگين پيراسته 1-2

، با بقيه داده ها همخواني از آنهافاده مي شود كه در توزيع مشاهدات، تعداد اندكي از اين ميانگين زماني است
 .و تجانس نداشته باشد

 

 طرز بدست آوردن ميانگين پيراسته

 مرتب كردن صعودي داده ها - 1

  بالا  LN%پايين و بزرگتر از  % LNحذف تمام مشاهدات كوچكتر از  - 2

  محاسبه ميانگين براي باقيمانده مشاهدات - 3

 

 ميانگين وينزوري  1-3

ها ، مقادير بالا و پايين آن بجاي مقادير حذف شده مورد استفاده  LN%اي حذف كامل در اين ميانگين بج
 قرار مي گيرند و از تعداد داده ها كاسته نمي شود

  

  :هزينه ماهانه يك خانواده تهراني به اين صورت به دست آمده است: 3مثال

  10, 8, 15, 20, 9, 16, 17, 18, 25, 30, 15, 5/14: هزينه بر حسب صد هزار ريال

  .باشد، محاسبه كنيد% LN= 25ميانگين پيراسته و وينزوري را در صورتي كه  
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, , , / , , , , , , , ,

% /

/
/

/ / / /
/

x

x

N

LN N






   

      

             

8 9 10 14 5 15 15 16 17 18 20 25 30
12

0 25 12 3
14 5 15 15 16 17 18 15 91

6
14 5 14 5 14 5 14 5 15 15 16 17 18 18 18 18 193 16 08

12 12

  

  

 ميانگين هندسي  1-4

از اين ميانگين براي محاسبه اندازه هاي نسبي همانند نسبت ها ، در صدها ، شاخص ها و نرخ هاي رشد 
 .استفاده مي شود

 

 سادهميانگين هندسي  1-4-1

X ميانگين هندسي يك رشته عدد همانند 1    ،X 2       ،. . . ،     
NX ام  N برابر است با ريشه 

 حاصلضرب آن اعداد

( ... )N

G NX X X    
1

1 2  

 ميانگين هندسي موزون 1-4-2 

  .نگين هندسي داراي وزن باشند ، از اين نوع ميانگين استفاده مي شوداگر داده ها در ميا

( ... )K N
KG

w w wX X X    1 2

1

1 2 

  : ، عبارت است از1361نوع كالاي مختلف در سال  5شاخص قيمت ) الف: 4مثال
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  متوسط شاخص قيمت را محاسبه كنيد؟ 140، 137، 135، 130، 120

( ) /G      
1
5120 130 135 137 140 132 21  

متوسط شاخص قيمت را ، به صورت زير است، 1361ختلف در سال نوع كالاي م 15 شاخص قيمت) ب
  محاسبه كنيد؟

  

  

  

  

( ) /G      
1

2 5 3 4 1 15120 130 135 137 140 132 07  

  

 ميانگين هارمونيك  1-5

كيلو در « ي تركيبي همانند از اين نوع ، براي محاسبه ميانگين مشاهداتي استفاده مي شود كه از مقياس ها
 .برخوردار هستند» دور در ثانيه « يا » ساعت 

 ميانگين هارمونيك ساده  5-1- 1

  اين ميانگين براي چند اندازه يا مقدار برابر است با عكس ميانگين حسابي معكوس آن اندازه ها

 

111
13

1
شاخص 

 قيمت

 تعداد 2 5 3 4 1
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...
NH

iN i

N N

x x x x




 
   

11 2

1 1 1 1 

 

 ميانگين هارمونيك موزون  1-5-2

 :از فرمول زير استفاده مي شود ) وزن داشتن آنها ( ار داده ها در صورت تكر

  

...

i
kH

k i

ik i

Nw
w w w w
x x x x





 

   1 2

11 2

  

  

 120كيلومتر بر ساعت رفته و با  80كرج را با سرعت  –اي مسافت تهران  وسيله) الف: 5مثال
  كيلومتر بر ساعت برگشته است متوسط سرعت رفت و برگشت فرد چقدر است؟

hkmH /96

240
23

2

120
1

80
1

11








  

  : گونه رفته و برگشته  قم را اين –اي مسافت تهران  وسيله) ب

3
hkmمسير رفت را با سرعت 1 hkmا سرعت بده را انو باقيم 80/ رفته و كل مسير برگشت را با  100/

hkmسرعت    .وسط سرعت اين وسيله در رفت و برگشتطي كرده است مطلوب است مت110/

hkmHW //. 3100

110
1

100
3
2

80
3
1

13
2

3
1






  
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  ميانه - 2

 مراحل محاسبه ميانه 

 .مرتب كردن اعداد - 1

  .تعيين نقطه اي كه نيمي از داده ها بالاتر و نيمي ديگر پايين تر از آن هستند - 2

عددي است كه در وسط قرار دارد و اما در صورتي كه در صورتي كه تعداد داده ها فرد باشد ميانه : نكته
  .تعداد داده ها زوج باشد، ميانه عبارتست از معدل دو نمره اي كه در وسط واقع مي شوند

  .ميانه مشاهدات زير را محاسبه كنيد: 6مثال

    17 - 13-  9  -4 - 6   

  /


 
6 7 6 5
2

  9- 7 - 6 - 4  

 )نما ( مد  -3

نشان  Moاري گفته مي شود كه در ميان ساير مقادير توزيع ، بيشترين تكرار را داشته باشد ، مد را با به مقد
 .مي دهند

  .را بيابيد 2, 5, 8, 10, 15, 5, 2, 2مد مشاهدات : 7مثال

Mo  2 

  . ا مد جامعه تهي خواهد بودچنانچه كليه مشاهدات به يك اندازه تكرار شده باشند، جامعه فاقد مد ي: نكته

 چارك -4
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اگر جامعه آماري به چهار قسمت مساوي تقسيم شود ، به هر يك از قسمت ها يك چارك گفته مي شود و 
 .نشان مي دهند Qآنها را با 

 

 انواع چارك ها

Q 1
 .است بيشتر از آن% 75و  از آن كمترمشاهدات ، % 25مقداري كه   :

Q 2
  .است بيشتر از آن% 50و  از آن كمترمشاهدات ، % 50مقداري كه :  

Q 3
  .است بيشتر از آن% 25و  از آن كمترمشاهدات ، % 75مقداري كه :  

  

 نحوه محاسبه چاركها

 مرتب نمودن صعودي داده ها - 1

   Nتا  1كد گذاري كردن آنها از  - 2

                                        پيدا نمودن محل چارك مورد نظر - 3
a

aNCQ  
1

4 2
  

   =Nتعداد مشاهداتو  =a 3و2و1كه در فرمول فوق 

  تعيين نمودن مقدار چارك مورد نظر به كمك محل چارك - 4

  :چارك اول، دوم و سوم مشاهدات زير را به دست آوريد: 8مثال 

80 ,90 ,50 ,60 ,100 ,70 ,75 ,80 ,70 ,80 ,60  

  :حل
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100 ,90 ,80 ,80 ,80 ,75 ,70 ,70  ,60 ,60 ,50  

/ / ( ) /

/ / ( )

Q

Q

Q

C Q

C Q

C Q


        


    


        

1

2

3

1

2

3

1 11 1 3 25 60 0 25 70 60 62 5
4 2

2 11 1 6 75
4 2

3 11 1 8 75 80 0 75 80 80 80
4 2

  

 

 پارامترهاي پراكندگي  

شاخص هايي هستند كه متوسط ميزان دوري و نزديكي داده هاي توزيع را نسبت به ميانگين شان نشان مي 
  .دهند

  
   دگيانواع شاخص هاي پراكن

  رانحراف معيا - 5دامنه تغييرات                     - 1
  نيمه واريانس - 6دامنه ميان چاركي                - 2
  ضريب پراكندگي - 7انحراف متوسط از ميانگين       - 3
  واريانس - 4

 

  ( R ) دامنه تغييرات -1
ترين آنها در يك سري توزيع ساده ترين شاخص پراكندگي است و با كم كردن كوچكترين مشاهده از بزرگ

  .بدست مي آيد

x xR MAX MIN  

  : به قرار زير است) گرد شده به صد هزار تومان (كارگر است كه حقوق ماهانه آنها 15كارگاهي داراي : 9مثال
12 ,11 ,19 ,16 ,22 ,8 ,13 ,16 ,17 ,15 ,20 ,14 ,17 ,14 ,15 

  .آوريد دامنه تغييرات مشاهدات را به دست
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R   22 8 14  
  ( IQR ) دامنه ميان چاركي -2

دهد و كاري به مقادير كوچكتر اين شاخص ، پراكندگي داده ها را در فاصله چارك اول و چارك سوم نشان مي 
Q از  1

Qو بزرگتر    3
   .ندارد 

Qخص ، كافيست كه مقادير براي محاسبه اين شا 1
Q و   3

   .را بدست آورده و از هم كم كنيم 
.IQR Q Q 

3 1
 

  .دامنه ميان چاركي را محاسبه كنيد 9در مثال : 10مثال 
22 ,20 ,19 ,17 ,17 ,16 ,16 ,15 ,15 ,14 ,14 ,13 ,12 ,11 ,8  

/ / ( ) /

/ / ( )

/ /

Q

Q

C Q

C Q

Q Q


        


        

   

1

3

1

3

3 1

1 15 1 4 25 13 0 25 14 13 13 25
4 2

3 15 1 11 75 17 0 75 17 17 17
4 2
17 13 25 3 75

  

  )انحراف چاركي( نيمه ميان چاركي -3
براي بدست آوردن اين شاخص ، كه به انحراف چاركي نيز معروف است ، كافيست ، مقدار دامنه ميان چاركي 

   .تقسيم نماييم 2را بر عدد 

SIQR
Q Q

 3 1

2
 

  .نيمه ميان چاركي را محاسبه كنيد 9در مثال : 11مثال 
/

/SIQR
Q Q 

  3 1 17 13 25 1 875
2 2

  
   شاخص هاي مناسب براي توزيع هاي نا متقارن

  استفاده از ميانه بعنوان بهترين شاخص مركزي - 1
   چاركي بعنوان بهترين شاخص پراكندگي انحرافاستفاده از  - 2
  
   انحراف متوسط از ميانگين -4

دات از ميانگين شان بر تعداد مشاهدات اين شاخـص از تقسيم مجموع قدر مطلـق انحـرافات تك تك مشاه
   .مي آيد بدست
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.

n

i x
i

X
A D

N








1 

  .انحراف متوسط از ميانگين را محاسبه كنيد 9در مثال : 12مثال 

| / | | / | ..... | / | /
. /

n

i x
i

X
A D

N





     

   


1 15 15 27 14 15 27 12 15 27 40 27 2 68
15 15

  
A محاسن و معايب D   

  در نظر گرفتن تغييرات كل داده ها: محاسن 
  نشان ندادن تأثير انحرافات بزرگ - 1: معايب 

  بي بهره بودن از بعضي از خواص مطلوب ميانگين حسابي -2 

 
   واريانس -5

) 2توان (در اين شاخص پراكندگي ، بر خلاف شاخص انحراف متوسط از ميانگين بجاي قدر مطلق از مجذور 
  .انحرافات استفاده مي شود

( )
N

i x
i

x

X

N


 



 2

2 1 

  .واريانس مشاهدات را محاسبه كنيد 9مثال  در: 13مثال 

( )
( / ) ( / ) ..... ( / ) /

/

N

i x
i

x

X

N


 


     

   
 2

2 2 2
2 1 15 15 27 14 15 27 12 15 27 178 93 11 93

15 15
  

 
   انحراف معيار -6

اين شاخص به منظور برطرف كردن عيوب شاخص هاي قبلي است يعني همان نشان ندادن تأثير انحراف بزرگ 
Aتوسط  D    و افزايش دادن تأثير اين انحراف توسط

X 2.  

X X  2  
   و يا

( )
X

i xX
N







 2

 

  .انحراف از معيار را محاسبه كنيد 9در مثال : 13مثال 
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/ /
X X   2 11 93 3 45  

   خواص واريانس
  .نمي كند ديد تغيير جمع شوند ، واريانس ج  a اگر تمام مشاهدات با عدد ثابت - 1

i i Y XY X a     2 2  
bضرب شوند ، واريانس جديد   bاگر تمام مشاهدات ، به عدد ثابت  - 2

   برابر افزايش مي يابد  2

i i Y XY bX b   2 2 2  
  
  
  
   نيمه واريانس -7

  ر نامطلوبيعني متوسط مجذور مقادي

( )
.

k

i x
i

X
S V

k






 2

1  
  .، ميانگين كل مشاهدات مي باشدx، تعداد موارد نامطلوب و  K، تعداد كل مشاهدات،  Nكه 

 در داده هاي مربوط به سود و در آمد مقادير كوچك تر از ميانگين و در داده هاي :  مقادير نامطلوب
   .نه مقادير بزرگتر از ميانگين ، نامطلوب قلمداد مي شوندمربوط به زيان و هزي

  .نيمه واريانس را محاسبه كنيد 9در مثال : 14مثال 
با توجه به اينكه مشاهدات مربوط به درآمد مي باشد مقادير كمتر از ميانگين به عنوان مقادير : حل

  نامطلوب محسوب شده و نيمه واريانس برابر است با
( )

( / ) ( / ) ( / ) ( / ) ( / ) ( / ) ( / ) /
. /

k

i x
i

X
S V

k





            

   
 2

2 2 2 2 2 2 2
1 8 15 27 11 15 27 12 15 27 13 15 27 14 15 27 15 15 27 15 15 27 90 30 11 29

8 8
 

   ضريب پراكندگي -8
  ضريب پراكندگي يكي از معيارهاي پراكندگي نسبي است كه با فرمول زير بيان مي شود

X

X

C V 


   

  .، ميانگين مشاهدات استx، انحراف معيار و xكه 
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  .راكندگي را محاسبه كنيدضريب پ 9در مثال : 15مثال 

                /
/

/
X

X

C V 


   
3 45 0 226
15 27

  

   كاربردهاي ضريب پراكندگي
  :براي مقايسه دو جامعه در مواردي كه 

  مقياس ها يكسان نيستند - 1
  مقياس يكسان ولي تفاوت زيادي در بزرگي مشاهدات وجود دارد  - 2
  .ن متفاوت استواريانسهاي جوامع يكسان ولي ميانگين هايشا - 3
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 مشاهدات جامعه يهندس فيو توص يطبقه بند : فصل سوم

هدف اين فصل آشنايي دانشجويان با طبقه بندي و سازماندهي مشاهدات و استفاده از نمودارهاي مختلف براي 
 .توصيف داده هاست

 يفراوان عيتوز

. ده ها و مشاهدات كه تكرار وقوع هر داده ها در آن مشخص شده استيعني جدول مرتب و خلاصه شده از دا
طبقه بندي داده ( معمولا يك جدول توزيع فراواني شامل ستون هاي مشخص كننده حد پايين و بالاي طبقات

  .، مركز دسته ها، فراواني مطلق، فراواني مطلق نسبي، فراواني تجمعي، فراواني نسبي تجمعي است) ها

  داده ها يبقه بندمراحل ط) 1

  ) R(  مرتب كردن داده ها و محاسبه دامنه تغييرات  - 1
 ) K( مشخص كردن تعداد طبقات  - 2

  ) I( محاسبه نمودن فاصله طبقات  - 3
 سازماندهي طبقات - 4

مرتب كردن داده ها و محاسبه دامنه تغييرات يعني         - 1
i iX XMINR MAX  

 محاسبه تعداد طبقات يفرمول ها - 2

 فرمول تجربي استورجس                                                         /K LogN 1 3 32 

                                                                                     روش تقريبيK N   )N 
 )تعداد مشاهدات مي باشد 

 

  

  فاصله طبقات نييتع - 3
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به شكل ) K(بر مقدار محـاسبه شـده براي تعـداد طـبقـات ) دامنه تغييرات( Rفاصله طبقات از تقسيم مقدار 
  زير بدست مي آيد  

  

 داده ها يسازمانده - 4

سازماندهي يعني تعيين نوع جدول و شيوه طبقه بندي داده ها شروع مي شود كه  Iو  Kپس از مشخص شدن 
  .ستگي به نوع داده هاي جمع آوري شده دارداين ب

  داده ها يانواع طبقه بند

در اين نوع مشاهدات طبقه بندي به دو صورت پيوسته و گسسته انجام مي : طبقه بندي مشاهدات پيوسته - 1
  .شود

اين نوع . هستندطول ، عرض و فاصله طبقات مساوي در اين نوع طبقه بندي  :طبقه بندي پيوسته .1
  .براي داده هاي اعشاري استفاده مي شودطبقه بندي 

اين نوع طبقه . با هم برابر نيستند طول و عرض طبقات در اين نوع طبقه بندي  :طبقه بندي گسسته  .2
  .استفاده مي شودبراي داده هاي غير اعشاري بندي 

 گسسته يها در طبقه بند بيتقر نيمهم تر  
  1/0تقريب  .1

  5/0تقريب  .2
  )واحد (  1تقريب  .3

 .ختلاف طول و عرض طبقات يا فاصله بين حد بالاي يك طبقه با حد پايين طبقه بعدي استتقريب ، ا

 

  

R
I

K

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  ناپيوسته مشاهدات يطبقه بند  - 2

تعريف بصورت فاصله طبقات بي معناست لذا براي تشكيل توزيع فراواني آنها كافيست ناپيوسته مشاهدات در 
 .ها تنظيم شود يك ستون براي مشاهدات و ستون ديگري براي فراواني آن

  ): ix( مركز دسته ) 2

  )انتهاي دسته+ ابتداي دسته / (2 

  تعداد مشاهدات در هر دسته): iF(فراواني مطلق ) 3

  .شاهدات حاصل مي شوداز تقسيم فراواني مطلق هر دسته بر تعداد كل م): if(  ينسب يفراوان) 4

i
i

Ff N
                     

 به كمك اين فراواني مي توان در صد تراكم داده ها را در هر طبقه مشخص نمود : ينسب يكاربرد فراوان
بعبارتي از  

if    جهت يافتن محل تمركز داده ها استفاده مي شود.  

  )iFC(  يتجمع يفراوان )5

فـراواني تجـمعي هر طـبقه ، عـبارتست از مجموع فراواني هاي مطلق از اولين طبقه تا طبقه مورد نظر كه آن را 
با 

iFC   نشان مي دهند  

ji
j

Fc F


 
1

 

  )ifc( يتجمع ينسب يفراوان) 6

  .اين فراواني از تقسيم فراواني تجمعي هر طبقه بر تعداد مشاهدات بدست مي آيد

i
i

Fcfc N
  
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 حد پايين  اين فراواني بيانگر در صد داده ها و مشاهدات واقع شده بين: يتجمع ينسب يمفهوم فراوان
  .اولين طبقه تا حد بالاي طبقه مورد نظر است

جدول توزيع فراواني مشاهدات را به . دكه روزنامه فروشي در زير آمده است 25ارقام سود روزانه : 1مثال 
  .دست آوريد

31/55   ،47/81  ،90/64  ،88/70  ،02/86  ،25/77  ،73/76  ،21/84  ،02/56  ،92/84  ،23/90  ،01/78  ،
05/88  ،37/73  ،09/87  ،41/57  ،43/85  ،76/74  ،51/86  ،37/86  ،15/76  ،64/88  ،71/84  ،05/66  ،
91/83 

  .براي اين منظور مراحل زير را انجام مي دهيم. ابتدا مشاهدات را طبقه بندي مي كنيم: حل

/:                                محاسبه دامنه مشاهدات - 1 / /i iR MAX MIN    90 23 55 31 34 92 

N:                                                                مشخص كردن تعداد طبقات - 2  25 5  

/:                                                            تعيين طول طبقات - 3
/

R
I

k
   

34 92 6 984 7
5

  

لازم به ذكر است با توجه اعشاري بودن مشاهدات از طبقه بندي پيوسته به منظور : اتسازمان دهي مشاهد - 4
 .طبقه بندي مشاهدات استفاده مي شود

  .با توجه به سادگي محاسبات، نتايج نهايي در جدول ارائه مي شود

فرواني نسبي 
  )ifc(تجمعي 

فراواني تجمعي 
)iFC(  

فراواني نسبي 
)if(  

فراواني مطلق 
)iF(  

  حدود طبقات  )ix(مركز دسته 

12/0  3  12/0  3  8/58  )3/62- 3/55[ 

2/0  5  08/0  2  8/65  )3/69- 3/62[ 

4/0  10  2/0  5  8/72  )3/76- 3/69[ 

52/0  13  12/0  3  8/79  )3/83- 3/76[ 

1  25  48/0  12  8/86  ]3/90 - 3/83[ 

  كل    25  1    
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  .مدير موسسه در زير ارائه شده است جدول توزيع فراواني آنها را به دست آوريد 30سن : 2مثال

35 -  46 – 63 – 69 -  54- 50 – 62 – 68- 38 - 40 – 55- 43 - 42- 59- 45- 44 - 57- 47 - 48- 46 - 
43- 64- 49- 36 - 59- 60 – 42 - 60 -42- 38  

  .براي اين منظور مراحل زير را انجام مي دهيم. ابتدا مشاهدات را طبقه بندي مي كنيم: حل

i:                                           محاسبه دامنه مشاهدات - 1 iR MAX MIN    69 36 34 

k/                  :                               مشخص كردن تعداد طبقات - 2 N   30 5 83 6        

/:                                                            تعيين طول طبقات - 3
R

I
k

   
34 5 67 6
6

  

لازم به ذكر است با توجه به غيراعشاري بودن مشاهدات از طبقه بندي گسسته به : سازمان دهي مشاهدات - 4
  .ظور طبقه بندي مشاهدات استفاده مي شودمن

  .با توجه به سادگي محاسبات، نتايج نهايي در جدول ارائه مي شود

فرواني نسبي 
  )ifc(تجمعي 

فراواني تجمعي 
)iFC(  

فراواني 
  )if(نسبي 

فراواني مطلق 
)iF(  

مركز دسته 
)ix(  

  حدود طبقات

17/0  5  17/0  5  38  ] 41- 35[ 

5/0  15  33/0  10  44  ] 47- 42[ 

6/0  18  1/0  3  50  ] 53- 48[ 

77/0  23  17/0  5  56  ] 59- 54[ 

93/0  28  17/0  5  62  ] 65- 60[ 

1  30  067/0  2  68  ] 71- 66[ 

  كل    30  1    
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دقيقه متوالي، تعداد تلفن هايي كه به يك مركز تلفن شده است در هريك از دقايق به شرح زير  50در : 3المث
  .جدول توزيع فراواني را به دست آوريد. ثبت شده است 

1 - 0 – 1- 1- 0- 0- 2- 2 - 0 - 1 - 1 - 0- 1- 4- 0- 3- 0- 1- 0 - 2 - 0 - 0 - 1- 1- 0- 0- 1- 2- 1- 
0 - 0 - 1 - 3 - 1- 0- 1- 1- 4- 0- 1- 2 - 1 - 1 - 0 - 2- 0- 0- 1- 2- 1  

با توجه به ناپيوسته بودن مشاهدات از طبقه بندي مربوط به داده هاي ناپيوسته به منظور طبقه بندي : حل
  .مشاهدات استفاده مي شود

فرواني نسبي 
  )ifc(تجمعي 

فراواني تجمعي 
)iFC(  

اني فراو
  )if(نسبي 

فراواني مطلق 
)iF(  

  مشاهدات 

38/0  19  38/0  19  0  
78/0  39  4/0  20  1  
92/0  46  14/0  7  2  
96/0  48  04/0  2  3  
1  50  04/0  2  4  

  كل  50  1    

 

 نمايش هندسي مشاهدات   

در گزارش نويسي باعث مي شود كه خوانندگان با ي مشاهدات يا به عبارتي نمايش هندساستفاده از نمودارها 
  صرف كمترين زمان و با ساده ترين بيان ، گزارش را بفهمند و تصويري روشن از توزيع داشته باشند

  انواع نمودارها

 مخصوص داده هايي با مقياس فاصله اي و نسبي: نمودارهاي كمي  - 1

  مقياس اسمي و يا رتبه ايمخصوص داده هايي با : نمودارهاي وصفي  - 2
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نمودار انواع

کمی

وصفی

نگار  بافت 
)ھسيتوگرام(

ضلعی چند  
)پلی گون( 

ھای  نمودار
اکتشافی

تجمعی  فراوانی 
)اُجايو(

پاره تو

دايره ای

ستونی

ای جعبه

شاخه و برگ

پلی گون فراوانی 
تجمعی 

منحنی فراوانی 
تجمعی

  

  :عبارتند از يكم ينمودارها نيمهم ترهمانطور كه در شكل فوق ديده مي شود 

 تحليل اكتشافي داده ها - 4)    هيستوگرام(بافت نگار  - 1

  نمودار شاخه و برگ   4-1)            پلي گون(چند ضلعي  - 2

  عبه اينمودار ج   4-2)            اجُايو(فراواني تجمعي  - 3

  پلي گون فراواني تجمعي    1-3    

  منحني فراواني تجمعي   2-3    

 .كه در زير هريك از ننمودار هاي فوق تشريح شده است
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  بافت نگار  )1

بافت نگار نموداريست در دستگاه مختصات كه محور افقي آن با حدود واقعي طبقات و محور عمودي آن با 
  .ي مي شودفراواني مطلق يا نسبي درجه بند

اگر دسته بندي مشاهدات از نوع پيوسته باشد حدود واقعي با حدود طبقات برابر است و در : حدود واقعي
واحد از كران پايين طبقات كم  5/0صورتي كه طبقه بندي از نوع گسسته باشد براي پيدا كردن حدود واقعي، 

آنگاه حدود . سته بندي مشاهدات پيوسته شودواحد به كران بالاي طبقات اضافه مي كنيم تا د 5/0مي كنيم و 
  .حاصل، حدود واقعي طبقات است

 پس از مدرج كردن محور. در صورتي كه از فراواني مطلق به منظور مندرج كردن محور عمودي استفاده كنيم
 ارتفاع آن برابر مستطيلي عمودي رسم مي شود كه) كرانه هاي هر طبقه(حدود واقعي  با استفاده از افقي 

  .فراواني مطلق هر طبقه مي باشد

را روي محور افقي نمودار مشخص  )كران پايين و بالاي طبقات( نسبي ، رده ها براي رسم بافت نگار فراواني
عمودي رسم مي كنيم كه مساحت آن مساوي با فراواني نسبي آن رده  آنگاه روي هر رده ، مستطيلي. مي كنيم 

  ابر است بادر نتيجه ارتفاع مستطيل بر . باشد

 
  ارتفاع مستطيل= فراواني نسبي رده   / طول رده     

از مستطيل هاي بافت نگار نشان دهنده نسبت مشاهدات موجود در رده اي  به اين ترتيب ، مساحت هر يك
يك  بنابراين مجموع مساحت تمام مستطيل ها در يك بافت نگار برابر با. بر آن قرار دارد  است كه مستطيل

  . است

به نظر . ، استفاده از مساحت مستطيل ها به جاي ارتفاع آنها فايده آشكاري دارد  اي نمايش فراواني هاي نسبيبر
انسان به طور  رسد كه در موقع مقايسه كردن دو قسمت يك بافت نگار ، يا دو بافت نگار مختلف ، چشم مي

  . غريزي مساحت ها را با هم مقايسه مي كند
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  .نمودار بافت نگار را رسم كنيد 1مثال  براي مشاهدات: 4مثال 

  رسم نمودار بر اساس فراواني مطلق: حل

٧         ٨٣/٣        ٩٠/٣۶/٣          ۶٩/٣         ۶٢/٣     ۵۵/٣

٣
٢

۵

٣

١٢

  

است تقسيم مي  7براي رسم نمودار فراواني نسبي، ابتدا فراواني نسبي هر طبقه را بر طول طبقه كه در اين مثال 
اع مقادير حاصل بعد از مشخص كردن كران طبقات روي محور افقي روي كران طبقات مستطيلي به ارتف. كنيم

  . از تقسيم رسم مي شود

٠/٠٨

٧         ٨٣/٣        ٩٠/٣۶/٣          ۶٩/٣         ۶٢/٣     ۵۵/٣

٠/١٢
٠/٢

٠/١٢

٠/۴٨

٠/٠١٧

٠/٠١١

٠/٠٢٩

٠/٠١٧

٠/٠۶٩

  

  .لازم به ذكر از مقادير داخل هر مستطيل، بيانگر مساحت مستطيل هاست
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  .نمودار بافت نگار را رسم كنيد 2براي مشاهدات مثال : 5مثال 

  : حل

  ارتفاع مستطيل
فراواني 

  )if(نسبي 
فراواني مطلق 

)iF(  
حدود واقعي 

  طبقات
  حدود طبقات

028/0  17/0  5  5/41- 5/34  ] 41- 35[ 

055/0  33/0  10  5/47- 5/41  ] 47- 42[ 

0167/0  1/0  3  5/53- 5/47  ] 53- 48[ 

028/0  17/0  5  5/59- 5/53  ] 59- 54[ 

028/0  17/0  5  5/65- 5/59  ] 65- 60[ 

011/0  067/0  2  5/71- 5/65  ] 71- 66[ 

  كل    30  1  

  

٧١/۵       ۶۵/۵           ۶٠/۵        ۵٣/۵         ۴٧/۵         ۴١/۵     ٣۴/۵

۵

١٠

٣

۵ ۵

٢

٠/٠۵۵

٧١/۵       ۶۵/۵           ۶٠/۵        ۵٣/۵         ۴٧/۵         ۴١/۵     ٣۴/۵

٠/٠٢٨
٠/٠١۶٧

٠/٠٢٨ ٠/٠٢٨

٠/١٧

٠/٣٣

٠/١

٠/١٧ ٠/١٧

٠/٠١١

٠/٠۶٧

 

  

  ينمودار چند ضلع) 2

، يك نقطه افقي و فراواني آن در محور عموديدر محور ) مركز طبقه( نموداريست كه متناظر با هر نماينده طبقه 
به نقاط مزبور دو نقطه فرضي ديگر اضافه مي كنيم اولي مركز طبقه ماقبل  .مي شوددر صفحه مختصات ايجاد
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مابعد آخرين طبقه، از اتصال متوالي نقاط به يكديگر نمودار مورد نظر حاصل  اولين طبقه و ديگري نماينده طبقه
  .مي شود

  .نمودار چندضلعي را رسم كنيد 2براي مشاهدات مثال : 6مثال 

0

2

4

6

8

10

12

32 38 44 50 56 62 68 74

  

  نمودار فراواني تجمعي) 3

  يتجمع يگون فراوان يپل  

ر افقي و فراواني تجمعي در محور عمودي استفاده مي شود ، ، از نماينده طبقات در محوبراي ترسيم اين نمودار
  .سپس نقاط ايجاد شده به ترتيب به هم وصل مي شوند

  .پلي گون فراواني تجمعي را رسم كنيد 2براي مشاهدات مثال : 7مثال 

0

5

10

15

20

25

30

35

34.5 38 44 50 56 62 68

ی
مع
تج

ی 
وان
را
ف

پلي گون تجمعي
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 يتجمع يفراوان يمنحن  

ني تجمعي در اين است كه در اين نمودار بجاي نماينده طبقات از تنها فرق اين نمودار با نمودار پلي گون فراوا
  .حد بالاي كرانه ها استفاده مي شود

  .نمودار فراواني تجمعي را رسم كنيد  2براي مشاهدات مثال : 8مثال 

0

5

10

15

20

25

30

35

34.5 41.5 47.5 53.5 59.5 65.5 71.5

ی
مع
تج

ی 
وان
را
ف

نمودار فراواني تجمعي

  

 يتجمع ينمودار فراوان يكاربردها  

 )دكهاچاركها ، دهكها ، ص(براي محاسبه چندكها  - 1

  )مثل ميزان رشد تورم در كشورها(براي مقايسه پديده ها  - 2

  داده ها ياكتشاف ليتحل) 4

در بر گيرنده نمودار هاي جديدي است كه در مراحل اوليه تحليل داده ها مفيد هستند و اطلاعات بيشتري را در 
   .مورد تك تك داده ها به معرض نمايش مي گذارند

  نمودار شاخه و برگ 4-1
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ي تهيه اين نمودار ، ارقام مشاهدات به دو بخش شاخه و برگ تقسيم مي شوند، شاخه شامل برا
  . است يك يا چند رقم اوليه و برگ شامل ارقام باقي مانده

  .نمودار شاخه و برگ را رسم كنيد  2براي مشاهدات مثال : 9مثال 

3 5 6 8 8  

4 0 2 2 3 3 4 5 6 6 7 8 9  

5 0 4 5 7 9 9  

6 0 0 2 3 4 8 9  

  محاسن نمودار شاخه و برگ

در اين نمودار بر خلاف بافت نگار ، اعداد اصلي از بين نمي روند و محاسبه چندكها هم با استفاده از آن 
  .براحتي امكان پذير است

  ينمودار جعبه ا 4-2

جامعه آماري  اين نمودار نشان دهنده چاركها و حداقل و حداكثر مشاهدات است و براي مقايسه دو يا چند
   .مورد استفاده قرار مي گيرد

  ينمودار جعبه ا هيمراحل ته

  پيدا كردن حداقل و حداكثر داده ها –الف 

  پيدا كردن چاركهاي اول ، دوم و سوم –ب 
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مشاھده کوچکترين

چارک اول

 ميانه
)چارک دوم( 

سوم چارک

مشاھده بزرگترين

  

  براي مشاهدات زير  نمودار جعبه اي را رسم كنيد: 9مثال 

80 ,90 ,50 ,60 ,100 ,70 ,75 ,80 ,70 ,80 ,60  

  :حل

100 ,90 ,80 ,80 ,80 ,75 ,70 ,70  ,60 ,60 ,50  

,

/ / ( ) /

/ / ( )

Q

Q

Q

MIN MAX

C Q

C Q

C Q

 


        


    


        

1

2

3

1

2

3

50 100
1 11 1 3 25 60 0 25 70 60 62 5
4 2

2 11 1 6 75
4 2

3 11 1 8 75 80 0 75 80 80 80
4 2
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۵٠

٨٠

٧۵

۶٢/۵

١٠٠

  

  

  

  

 يوصف ينمودارها  

اين دسته از نمودارها براي نمايش هندسي داده هاي كيفي بكار مي روند، در اين نمودارها هر يك از مقادير 
  .بعنوان يك طبقه در نظر گرفته مي شوند

  يوصف ينمودارها نيمهم تر

 ني نمودار ستو - 1

  نمودار دايره اي - 2

  نمودار پاره تو - 3
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  )ميله اي(ي نمودار ستون) 1

اين نمودار در يك دستگاه مختصات كه محور افقي نشان دهنده كيفيت مشاهدات و محور عموديش نشان 
در نمودار ميله اي، خطوط جايگزين مستطيل ها . دهنده فراواني مطلق يا نسبي هر گروه است ترسيم مي شود

  . د تا بر اين موضوع تاكيد شود كه فراواني ها واقعا روي فاصله پخش نشده اندمي شون

در مديريت، انسان ها را به لحاظ ارتباطات به چهار دسته تصويري، احساسي، صوتي و ارقامي تقسيم : 10مثال
جدول آمده كاركنان يك سازمان از اين لحاظ مورد بررسي قرار گرفته اند كه حاصل تحقيق در اين . مي كنند

  : است

گروه 
ارتباط
 ي

 تصويري احساسي صوتي  ارقامي

تعداد 
كاركنا
 ن

100  150  300  50 

٠

۵٠

١٠٠

١۵٠

٢٠٠

٢۵٠

٣٠٠

تصويری احساسی صوتی ارقامی

  

  يا رهينمودار دا) 2
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اين نمودار ابزار مناسبي براي تجسم مشاهدات بوده و معمولاً بر حسب در صد تهيه مي شود و به نمودار 
  كلوچه اي نيز معروف است

  يا رهينمودار دا هيتهمراحل 

 تبديل فراواني مطلق به نسبي  - 1

iبا استفاده از رابطه  پيدا كردن مساحت هر قطاع از دايره - 2 iS f 0360  

تقسيم مساحت دايره بر حسب  - 3
iS ها  

  نوشتن نوع و درصد مشاهدات بر روي دايره - 4

  .را رسم كنيد 10اي مشاهدات مثال  نمودار دايره: 11مثال

گروه 
ارتباط
 ي

 تصويري احساسي صوتي  ارقامي

تعداد 
كاركنا
 ن

100  150  300  50 

فراواني 
  نسبي

1667/0   25/0   5/0   083/0  

iS  60  90  180  30 

     irmgn.ir



٤٤ 

 

 

تصويری

احساسی

صوتی

ارقامی

  

  

  نمودار پاره تو) 3

  نحوه رسم نمودار

مورد اول داراي بيشترين فراواني و ( ن موضوعات بر اساس فراواني مطلق آنها به صورت نزولي مرتب كرد - 1
 .)مورد آخر داراي كمترين فراواني است

  مشخص كردن موارد روي نمودار افقي  - 2

موارد روي نمودار عمودي با استفاده از نمودار ستوني، براي رسم نمودار، فراواني مطلق مشخص كردن  - 3
  .ها به شكل مستطيل در نظر گرفته مي شوندستون 

با استفاده از  )روبروي محور عمودي(محور سوم موارد روي فراواني نسبي تجمعي  مشخص كردن درصد - 4
  نمودار فراواني تجمعي

  .را رسم كنيد 10نمودار پاره تو مشاهدات مثال : 11مثال
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 گروه ارتباطي  صوتي احساسي  تصويري  ارقامي

 تعداد كاركنان 300  150  100  50 
 300  فراواني تجمعي 450  550  600 

 50  درصد فراواني نسبي تجمعي 75  67/91   100 

  

احساسی     صوتی    ارقامی    تصويری

٣٠٠

١۵٠
١٠٠
۵٠

۵٠

٧۵

١٠٠
٩١/۶٧

  

  

  بودن نمودار پاره تو يمفهوم نزول

يعني اين كه در اين نمودار پر وقوع ترين موضوعات در سمت چپ نمودار قرار گرفته ، سپس موضوعات با 
  .يرندفراواني كمتر در سمت راست آنها قرار مي گ

  كاربرد نمودار پاره تو

 در تحليل موجوديهاي جنسي انبارها - 1

  در بررسي نواقص سيستم ها - 2
  توزيع درآمد و توزيع پرسنل مؤسسهدر بررسي نحوه  - 3
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 توصيف مقداري مشاهدات طبقه بندي شده: فصل چهارم

ركزي ، پراكندگي و تعيين انحراف از قرينگي هدف اصلي اين فصل آشنا ساختن دانشجويان با پارامترهاي م
 و كشيدگي در داده هاي طبقه بندي شده مي باشد

 .سؤالاتي كه توزيع فراواني به آنها پاسخ مي دهد

 مركز توزيع كجاست ؟ - 1

  پراكندگي آن چقدر است ؟ - 2

  تمايل داده به كدام سمت است ؟ - 3

  چگونه است ؟ پراكندگي توزيع در مقايسه با توزيع هاي مشابه - 4

گويي است به سؤال دوم نيز با محاسبة  سؤال اول به كمك پارامترهاي مركزي قابل پاسخ
 هاي جديدي  شود ولي براي پارامترهاي مركزي و پراكندگي فرمول پارامترهاي پراكندگي جواب داده مي

پارامترهايي با گويي به سوال سوم از  براي پاسخ .شود ارائه ميبر اساس مشاهدات طبقه بندي شده 
شود و به سؤال چهارم با محاسبة شاخص  استفاده مي» پارامترهاي تعيين انحراف از قرينگي«عنوان 

  .شود كشيدگي جواب داده مي
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ھا چارک

دھک ھا

صدک ھا

 پارامترھای توصيفی
برای داده ھای طبقه 

بندی شده

پارامترھای 
مرکزی

تعيين  پارامترھای
انحراف از 
کشيدگی 

ميانگين

ھا چندک

مد

ضريب کشيدگی 
گشتاوری

چولگی چندکی

پيرسون چولگی

گشتاوری چولگی

کشيدگی  ضريب
چندکی

غيرمستقيم

مستقيم

پارامترھای 
پراکندگی

پارامترھای تعيين 
انحراف از 

)چولگی(ميانگين 

انحراف متوسط از 
ميانگين

دامنه ميان چارکی

انحراف چارکی

واريانس

واريانس

واريانس تصحيح 
شده

مستقيم

غيرمستقيم

چارکی چولگی

چولگی صدکی

  

  

 

  انواع پارامترهاي مركزي در داده هاي طبقه بندي شده 

 .ميانگين ؛ كه به روش هاي مستقيم و غيرمستقيم قابل محاسبه است - 1
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  .نشان دهنده بيشترين تكرار مي باشد مد ؛ كه - 2

  .است چندكها ؛ شامل چاركها ، دهكها و صدكها - 3

  

  

  ميانگين -1

 ميانگين به روش مستقيم  1-1

 :اين فرمول براي داده هاي طبقه بندي شده به شرح ذيل است 

i i

x

F X
N

    

كه در آن 
iF ،فراواني مطلق ،

iX ،و   متوسط طبقاتN است كل مشاهدات، تعداد.  

  

 )كد گذاري ( ميانگين به روش غيرمستقيم  1-2

( )i i

x

dFA IN
     

عدد دلخـواه،  ، Aكه 
id ، كد هر طـبقه وI فاصله طبقات است. 

مي توان گفت، اين عدد بعنوان ميانگين تقريبي، از وسط ستون نماينده طبقات انتخاب شده و  Aدر مقدار 
 .موجب تسهيل عمليات رياضي در پيدا كردن ميانگين تقريباً واقعي مي شود

  . باشد ، به شكل زير قابل محاسبه مي كه كد هر طبقه است idدر مورد
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i
i

X Ad I


  

موارد استفاده از فرمول ميانگين به روش كد گذاري زماني است كه مشاهدات حالت اعشار داشته يا اين كه 
 .به گونه اي تعريف شوند كه محاسبه ميانگين به روش مستقيم وقت گير و مشكل آفرين باشد

 :زيع فراواني براي روش غير مستقيم ميانگين اين ستون ها ضروري هستند ستون هاي جدول تو

  حاصلضرب فراواني در نماينده طبقه -4حدود طبقات            - 1

  كد طبقات -5فراواني مطلق            - 2

  حاصلضرب فراواني در كد طبقه -6نماينده طبقات           - 3

 از علامت : نكته )در فرمول هاي ميانگين بدين جهت استفاده مي شود كه پارامترها ) تقريباً مساوي
 .دقيق نمي باشند) استفاده از نماينده طبقات(به واسطه طبقه بندي مشاهدات 

  

  

ميانگين مشاهدات را . دكه روزنامه فروشي در زير آمده است 25جدول توزيع فراواني ارقام سود روزانه :1مثال 
  .كنيد حساب

فراواني مطلق 
)iF(  

  حدود طبقات

3  )3/62- 3/55[ 

2  )3/69- 3/62[ 

5  )3/76- 3/69[ 

3  )3/83- 3/76[ 

12  ]3/90 - 3/83[ 

  كل  25
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  : حل

  

i iF d   كد طبقه)id(  i iF x  سته مركز د
)ix(  

فراواني مطلق 
)iF(  

  حدود طبقات

6-  2-  4/176  8/58  3  )3/62- 3/55[ 

2-  1-  6/131  8/65  2  )3/69- 3/62[ 

0  0  364  8/72  5  )3/76- 3/69[ 

3  1  4/239  8/79  3  )3/83- 3/76[ 

24  2  6/1041  8/86  12  ]3/90 - 3/83[ 

  كل  25        

   

 ميانگين مستقيم 

/ / / / /
/i i

x

F X
N

         
    3 58 8 2 65 8 5 72 8 3 79 8 12 86 8 1953 78 12

25 25
  

 ميانگين غيرمستقيم 

  :داريم. است 8/72با توجه به اينكه وسط، مركز دسته ها عدد 

/A  72 8  

( ) / ( ) /i i

x

dFA IN
     

      6 2 0 3 2472 8 7 78 12
25

  

 )نما ( مد  -2
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ده بخوبي گويا و رسا نيست و تعريف مد بصورت بيشترين تكرار براي داده هاي پيوسته و طبقه بندي ش
 .رسايي آن فقط در مورد طبقه مددار مي باشد

 .در داده هاي طبقه بندي شده، مد از طريق زير محاسبه مي شود 

( )
Mo

IdMo L d d
 


1

1 2

  

 :اجزاء تشكيل دهنده فرمول مد عبارت است از

= حد پايين واقعي طبقه مد دار
MoL 

i= ني مطلق طبقه مدار منهاي فراواني طبقه ماقبلفراوا id F F  1 1  

i= فراواني مطلق طبقه مدار منهاي فراواني طبقه ما بعد id F F  2 1  

  .مد را حساب كنيد 1براي مشاهدات ارائه در مثال : 2مثال

/                                     :                                                          حل
MoL  83 3  

i id F F     1 1 12 3 9  

i id F F    2 1 12 0  

( ) / ( ) /
Mo

IdMo L d d
     

 
1

1 2

983 3 7 86 3
9 12

  

  

 چندكها -3
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با تقسيم دامنه تغييرات به چهار قسمت مساوي به چاركها، به ده قسمت مساوي به دهكها و به صد قسمت 
 .ها خواهيم رسيدمساوي به صدك

 كاربرد چندكها 

 در كنترل كيفيت آماري -1

  در مديريت- 2

  در اقتصاد كلان و ساير علوم مشابه- 3

  

  

  

  :چارك  1- 3

 مراحل محاسبه چندكها

 اضافه كردن ستون فراواني تجمعي به جدول - 1

  د نظر با استفاده از پيدا كردن محل چارك مور - 2

a

aNCQ 
4

  

  .تعداد كل مشاهدات= Nو  )3يا  2،1(شماره چارك = aكه 

 در داده هاي طبقه بندي شده پيدا كردن طبقه چارك دار و استفاده از فرمول چارك - 3
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( )
a

i

a
i

aN

IQ
Fc

Q L F



 

14 

  كه در آن

  =مقدار چارك 
a

Q  

= حد پايين واقعي طبقه چارك دار 
a

QL  

= فراواني تجمعي طبقه ما قبل طبقه چارك دار 
iFc 1  

= فراواني مطلق طبقه چارك دار 
iF  

)مراحل محاسبه دهكها  3-2 )
a

D  

اضافه كردن    -1
CF    به جدول 

                                                     ك با استفاده ازپيدا كردن محل ده -2
a

aN
DC 

10
   

 براي داده هاي طبقه بندي شده فرمول دهك ا استفاده از مراحل قبلي ومحاسبه دهك ب -3

( )
a

i

a
i

aN

I
D

Fc
D L F




 
110  

 كه در فرمول فوق

= حد پايين واقعي طبقه دهك دار 
aDL 

= فراواني مطلق طبقه دهك دار 
iF  

= فراواني تجمعي طبقه ما قبل طبقه دهك دار 
iFc 1  
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  I= فاصله طبقات 

 صدكها 3-3

صدكها را با  
aP   مراحل محاسبه آن تقريباً مشابه دهكها و چاركها است و مقدار نشان مي دهند و

  .محاسبه شده نيز همانند ساير پارامترهاي مربوط به جداول تقريبي است

اضافه كردن    -
CF    به جدول 

                                                     با استفاده از صدكپيدا كردن محل  -2
a

aN
PC 

100
  

 شدك براي داده هاي طبقه بندي شدهفرمول  ا استفاده از مراحل قبلي وب صدكمحاسبه  -3

( )
a

i

a
i

aN

I
P

Fc
P L F




 
1100  

 كه در فرمول فوق

= دار  صدكحد پايين واقعي طبقه 
aPL 

= دار  صدكفراواني مطلق طبقه 
iF  

= دار  صدكفراواني تجمعي طبقه ما قبل طبقه 
iFc 1  

  I= فاصله طبقات 

  .را حساب كنيد وارد زيرم 1براي مشاهدات ارائه در مثال : 3مثال

  .چارك ها) الف

  .دهك اول، پنجم و هفتم) ب
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  .70و  50، 25صدك )ج

  : حل

ي فراوان
تجمعي 

)iFc(  

فراواني مطلق 
)iF(  

  حدود طبقات

3  3  )3/62- 3/55[ 

5  2  )3/69- 3/62[ 

10  5  )3/76- 3/69[ 

13  3  )3/83- 3/76[ 

25  12  ]3/90 - 3/83[ 

  كل  25  

  )الف

/ , / ( ) /

/ , / ( ) /

/ , / ( ) /

CQ Q

CQ Q

CQ Q

 
     




     




     

1 1

2 1

2 1

1 25 51 25 46 25 69 3 7 71 05
4 5

2 25 102 25 412 5 69 3 7 75 13
4 3

3 25 133 25 418 76 83 3 7 86 66
4 12

  

  

  ) ب
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/ ( ) /

/ ( ) /

/ ( ) /

D

D

D

C D

C D

C D

 
    




    




    

1

5

7

1

5

7

1 25 01 25 1055 3 7 61 13
10 3

5 25 105 25 1076 3 7 82 13
10 3

7 25 137 25 1083 3 7 85 925
10 12

  

  )ج

/ / ( ) /

/ / ( ) /

/ / ( ) /

P

P

P

C P

C P

C P

 
     




     




     

25

50

70

25

25

25

25 25 525 25 1006 25 69 3 7 71 05
100 5

50 25 1050 25 10012 5 76 3 7 82 13
100 3

70 25 1370 25 10017 5 83 3 7 85 925
100 12

  

 

  چارك ها، دهك ها و صدك ها(هنگام محاسبه پارامترهاي مركزي، مثل مد و چندك ها : نكته مهم (
به عبارت ديگر چنانچه روش طبقه بندي با تقريب صورت . بايد طول و عرض طبقه مساوي باشد

 .به اين دسته از پارامترها استفاده شودگرفته باشد بايد از حد پايين كرانه ها واقعي براي محاس

  .مدير موسسه در جدول توزيع فراواني زير ارائه شده است 30سن : 4مثال

فراواني مطلق 
)iF(  

  حدود طبقات

5   41-35 

10  47- 42 

3  53- 48 
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5  59- 54 

5  65- 60 

2  71- 66 

  كل  30

 

  .مستقيم و غيرمستقيم را محاسبه كنيد براي مشاهدات فوق ميانگين) الف

  .مد مشاهدات فوق را به دست آوريد) ب

  .، دهك هشتم و صدك نودم را محاسبه كنيد)چارك دوم(ميانه ) ج

  

  .با توجه به گسسته بودن حدود طبقات ابتدا كرانه هاي واقعي را محاسبه مي كنيم: حل

 

فراواني تجمعي 
)iFC(  id  

فراواني مطلق 
)iF(  

مركز دسته 
)ix(  

كرانه هاي 
  واقعي

  حدود طبقات

5  5/2 -  5  38  5/41- 5/34  41- 35 

15  5/1 -  10  44  5/47-5/41  47- 42 

18  5/0 -  3  50  5/53-5/47  53- 48 

23  5/0  5  56  5/59-5/53  59- 54 

28  5/1  5  62  5/65-5/59  65- 60 

30  5/2  2  68  5/71-5/65  71- 66 

  كل      30    

 ميانگين مستقيم) الف
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/i i

x

F X
N

           
    5 38 10 44 3 50 5 56 5 62 2 68 1506 50 2

30 30
  

 ميانگين غيرمستقيم

  :داريم. است 56و  50با توجه به اينكه وسط، مركز دسته ها اعداد 

A


 
50 56 53
2

  

/ / / /
( ) ( ) /i i

x

dFA IN
      

      12 5 15 1 5 2 5 7 5 553 6 50 2
30

  

  

/)                                                                                               ب
MoL  41 5  

i id F F     1 1 10 5 5  

i id F F     2 1 10 3 7  

( ) / ( )
Mo

IdMo L d d
     

 
1

1 2

541 5 6 44
5 7

  

  ) ج

  ):چارك دوم(ميانه 

, / ( ) /CQ Q



     

2 1

2 30 152 30 415 47 5 6 47 5
4 3

  

  :هشتم دهك
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/ ( ) /
DC D




     
8 7

8 30 238 30 1024 59 5 6 60 7
10 5

  

  :صدك نودم

/ ( ) /
PC P




     
90 25

90 30 2390 30 10027 59 5 6 64 3
100 5

  

  

  

  

  

  

 پارامترهاي پراكندگي در داده هاي طبقه بندي شده 

  

)انحراف متوسط از ميانگين  -1 )A D  

) دامنه ميان چاركي -2 )IQR  

) انحراف چاركي -3 )SIQR  

)واريانس  -4 )
x   .كه شامل روش مستقيم و غيرمستقيم مي شود  2

) واريانس تصحيح شده -5 )
c 2  
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 انحراف متوسط از ميانگين -1 

ن فرمول  در داده هاي طبقه بندي به شكل زير مي باشد در اي محاسبه انحراف متوسط از ميانگين فرمول
iF  طبقه  مطلق فراوانيi ام مي باشد.   

i i xF X
A D N





  

  .، انحراف متوسط ازميانگين را جساب كنيد 1براي مشاهدات مثال: 5مثال

  :             حل

| / / | | / / | | / / | | / / | | / / | /
/A D 

             
  
3 58 8 78 12 2 65 8 78 12 5 72 8 78 12 3 79 8 78 12 12 86 8 78 12 219 54 8 78

25 25
                     

  اركي دامنه ميان چ -2

  .چاركي مانند قبل از فرمول زير استفاده مي شود دامنه ميانبراي محاسبه 

IQR Q Q 3 1 

  .، دامنه مين چاركي را جساب كنيد 1براي مشاهدات مثال: 6مثال

/ / /IQR Q Q    3 1 86 66 71 05 15 61  

  انحراف چاركي  -3

  .فاده مي شودبراي محاسبه انحراف چاركي مانند قبل از فرمول زير است
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Q Q
SIQR


 3 1

2  

  .، انحراف چاركي را جساب كنيد 1براي مشاهدات مثال: 7مثال

/ / /
/

Q Q
SIQR

 
   3 1 86 66 71 05 15 61 7 805

2 2 2  

 از پارامترهاي پراكندگي دامنه ميان چاركي و انحراف چاركي زماني استفاده مي شود كه دنباله : نكته
  .)ت محاسبه ميانگين و واريانس امكان پذير نيستدر اين حال( هاي توزيع نامعين و باز باشد 

، تعداد تلفات انساني در هر طوفان بزرگي ثبت شده و 1973تا  1900در كشور آمريكا، در سال هاي : 8مثال
  :فراواني اين تلفات، به قرار زير بوده است

  

فراواني مطلق 
)iF(  

  تعداد مرگ

 و كمتر 24   4

16  49- 25 

16  74- 50 

11  99- 75 

6  149- 100 

2  199- 150 

4  249-200  
  و بيشتر 250  1
  كل  60
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  .براي داده هاي فوق پارامترهاي پراكندگي را محاسبه كنيد

با توجه به مشخص نبودن حدود در طبقات اول و هشتم، امكان محاسبه ميانگين و مركز دسته هاي : حل
ن ما از دامنه  ميان چاركي و انحراف چاركي براي محاسبه پارامترهاي اين طبقات وجود ندارد بنابراي

  .پراكندگي استفاده مي كنيم

  .براي محاسبه چارك ها با توجه به گسسته بودن طبقه بندي ابتدا كرانه هاي واقعي را به دست مي آوريم

  تعداد مرگ  كرانه هاي واقعي  )iF(فراواني مطلق   )iFc(فراواني تجمعي 
 و كمتر 24   و كمتر 5/24  4  4

24  16  5/49-5/24  49- 25 

40  16  5/74-5/49  74- 50 

51  11  5/99-5/74  99- 75 

57  6  5/148-5/99  149- 100 

59  2  5/199-5/149  199- 150 

563  4  5/249-5/199  249-200  
  و بيشتر 250  و بيشتر 5/249  1  60
  كل    60  
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, / ( ) /

, / ( ) /

/ / /

/ / /
/

I

IQR Q Q

Q Q
SIQR

CQ Q

CQ Q

   



     




     

    

 
   

1 1

3 3

3 1

3

49 25 1 25
1 60 41 60 415 24 5 25 40 125

4 16
3 60 363 60 445 74 5 25 94 95

4 11

94 95 40 125 54 825

94 95 40 125 54 825 27 41
2 2 2

  

 واريانس -4

همانطور كه بيان شد واريانس در داده هاي طبقه بندي شده به دو صورت مستقيم و غيرمستقيم محاسبه مي 
  .شود

 روش مستقيم  

  .واريانس به روش مستقيم در داده هاي طبقه بندي شده با استفاده از فرمول زير محاسبه مي شود

          ( )i

x
i xXF

N






2

2  

واريانس به به منظور سادگي در محاسبات، به جاي فرمول فوق مي توان از فرمول زير جهت محاسبه 
مي توان نشان داد هر دو فرمول . ( روش مستقيم براي داده هاي طبقه بندي شده استفاده كرد

 .)معادل هستند

i
x X

iF X
N

  


2
22  

 روش غير مستقيم 
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  .يانس به روش مستقيم در داده هاي طبقه بندي شده با استفاده از فرمول زير محاسبه مي شودوار

( )i i
x

i idFdFI N N


   
 
 


22

22  

  

  .، واريانس را به دو روش مستقيم و غيرمستقيم محاسبه كنيد 1براي مشاهدات مثال: 9مثال

  محاسبه واريانس مستقيم با استفاده از فرمول اول: حل

( / / ) ( / / ) ( / / ) ( / / ) ( / / ) /
/x

             
  

2 2 2 2 2
2 3 58 8 78 12 2 65 8 78 12 5 72 8 78 12 3 79 8 78 12 12 86 8 78 12 2477 44 99 0976

25 25
  

  محاسبه واريانس مستقيم با استفاده از فرمول اول

/ / / / / /
/ / /x

        
    

2 2 2 2 2
2 23 58 8 2 65 8 5 72 8 3 79 8 12 86 8 155045 878 12 78 832 99 0976

25 25
  

/                             و انحراف معيار مشاهدات برابر خواهد بود با  /x x   2 99 0976 9 95   

  

  محاسبه واريانس به روش غيرمستقيم

( ) ( )
( )

( ) ( ) /

x
                        

      

2 2 2

2

3 4 2 1 5 0 3 1 12 4 3 2 2 1 5 0 3 1 12 27
25 25

65 1949 99 0976
25 25
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c(اريانس تصحيح شده و -5
2:(  

شود  بندي شده براي محاسبة ميانگين و واريانس از نمايندة طبقات استفاده مي هاي طبقه در داده
ها باشد در ميانگين اشتباه ناشي از اين  نتيجة اين عمل ممكن است داراي اختلاف با مقادير واقعي داده

نظر  شود از اين رو از مجموع خطاها صرف بودن اشتباهات جبران ميتقريب به علت مثبت و منفي 
رسد خطاها يكديگر را خنثي  در مورد واريانس چون خطاهاي مثبت و منفي به توان دو مي. گردد مي
اين اشتباه، تصحيح كنند بنابراين مقدار بدست آمده براي واريانس بيش از مقدار واقعي است براي  نمي

  را تعريف كرد كه در آن صورت مقدار بدست آمده دقيقتر از واريانس خواهد بود شيارد رابطة زير 

I   12فاصلة طبقات
2

22 I
xc   

كم  دست Nرود كه اولاً متغير پيوسته باشد ثانياً تعداد  در مواردي به كار مي تصحيحبايد توجه داشت اين 
  .راواني از نوع متقارن يا اندكي متقارن باشدهزار باشد ثالثاً توزيع ف

  .، واريانس تصحيح شده را محاسبه كنيد1در مورد مشاهدات مثال : 10مثال

/ /c x

I     
2 2

2 2 799 0976 95 01
12 12

  

  

 عمليات جبري ميانگين و واريانس 

 

اگر جامعه آماري از تركيب چند جامعه مستقل با ميانگين ها و واريانس هاي مشخص تشكيل شده باشد ، 
  .مي توان ميانگين و واريانس جامعه كل را بدست آورد

  

 ميانگين حسابي جامعه كل  
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...

...
K iK i

K

N N N N
N N N N
   

  
 

  
1 21 2

1 2

  

iN  = تعداد مشاهدات جامعهi براي  ام, ,...,i k 1 2  

N = جامعه كل كه تعداد مشاهدات... kN N N N   1 2  

i =ميانگين جامعه i  ام براي, ,...,i k 1 2  

 

 واريانس جامعه كل 

( )iii iNN
N N





 


2

2
2 

 كه در آن

i ,براي  ام iواريانس جامعه =  2 ,...,i k 1 2 

N  =تعداد مشاهدات جامعه كل  

iN  = تعداد مشاهدات جامعهi براي  ام, ,...,i k 1 2  

 =ميانگين جامعه كل  

i  = ميانگين جامعهi براي  ام, ,...,i k 1 2  

كلاس در درس آمار به صورت زير است ميانگين و  3يانگين و واريانس نمرات م: 11مثال
  .كنيم ها را محاسبه مي وايانس كل كلاس
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 كلاس 1 2 3
 ميانگين 12 14 18
 واريانس 9 9 4

5 10 10 
تعداد 

 افراد

1425
51810141012








)()()(

N

N ii   

81225
120825

14185141410141210
25

54109109

222

22
2

/
)()()(

)()()()(
















N

N

N

N iiii



  

  

 اهميت كاربرد انحراف معيار 

ارد استفاده از انحراف معيار تعيين درصد داده هايي است كه در محدوده اي حول ميانگين قرار يكي از مو
  .مي گيرند و در قضيه اي با نام چبيشف به صورت زير اثبات شده است

در هر توزيع آماري حداقل :قضيه چبيشف



  2

11
k

مشاهدات در فاصلة  )درصد( %  k  قرار

  .شود عددي مثبت كه مقادير مساوي يا بزرگتر از يك را شامل مي  K. گيرند مي

  

 

 

 

حدا
ق
ل

x
  

ي 
اوان

فر

x
k

x
k   

x 
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  16و واريانس  166فرض كنيد توزيع قد دانشجويان كلاسي داراي ميانگين  )12مثال 

  .درصد افراد را دربرگيرد 75اي را نسبت به ميانگين محاسبه كنيد كه حداقل قد  فاصله) الف

  .گيرد قد حداقل چنددرصد دانشجويان قرار مي 159-173در فاصلة ) ب

  :  حل

در هر توزيع آماري حداقل طبق قضيه چبيشف،  )الف



  2

11
k

مشاهدات در فاصلة  )درصد( % 

 k در نتيجه با توجه به سوال ما مي خواهيم  گيرند قرار مي  

/ /

( , )
x x x

k k
k k

k

  
 

       

   
    

2
2 2

2

1 11 0 75 0 25 4 2

166 16 16 4
166 2 4 158 174

  

  : ب 

%/
)(

6710067049
33

49
161

4
7
1111

4
7741594166159

2
2 



k

kkkk

  

   .ه قرار داردلدرصد قد افراد در اين فاص 67يعني 

  

 پارامترهاي تعيين انحراف از قرينگي 
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 ،ودن پارامترهاي مركزي و پراكندگي، در صورت مساوي بامعهدر هنگام مقايسه دو يا چند ج: سوال
   آيا مي توان گفت دو جامعه با هم برابرند؟

  

  

 Aتوزيع   Bتوزيع   

  

  

  

 

لزوما دو جامعه با هم برابر نيستند و برابر بودن آنها بستگي به نوع توزيع مشاهدات حول ميانگين : جواب
  .دارد

 مفهوم چولگي

اگر دم توزيع جامعه به سمت راست باشد ، توزيع را چوله به راست و در صورت عكـس ، آن را 
 .شود قارن معين ميها در مقايسه با توزيع مت چولگي توزيع. چوله به چپ مي نامند

 

 بر اساس ميزان چولگي انواع حالات توزيع ها

 .)برابر صفر است)  SK(مقدار ضريب چولگي ( ميانگين= ميانه = مد  ) : نرمال ( متقارن  -1

  .)مثبت است) SK(مقدار ضريب چولگي ( ميانگين <ميانه  <مد :  چـولـه به راسـت  -2
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  .)منفي است)  SK(مقدار ضريب چولگي ( ميانگين >ميانه  >مد :  چـولـه بـه چــپ  -3

 

 

 

 

 

 

 

  

  تفسير مقاديرSK   

قدرمطلق ضريب چولگي نشان دهندة ميزان اختلاف جامعة آماري با توزيع نرمال از نظر قرينگي 
نگي قري نظر بزرگتر باشد اختلاف جامعة آماري با توزيع نرمال از skاست بديهي است كه هر چه 
  : بيشتر خواهد بود به طوريكه 

1-  /SK  0                       .استتقريباً نرمال جامعه از نظر قرينگي ،  1

2- / /SK 0 1 0    .دارد تفاوت اندك با توزيع نرمالجامعه از نظر قرينگي ،  5

3- /SK  0   .داردتفاوت فاحش با توزيع نرمال نظر قرينگي جامعه از ،   5

  

MoMdx   به چوله 
استر  

م م
ميان

MoMdx  به چوله  
 چپ

ميان
م م

م

MoMdx  متقارن   
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  محاسبه ضريب چولگي )SK  ( 

 ضريب چولگي گشتاوري                        -1

  ضريب هاي چولگي پيرسون   -2

  .كه شامل ضريب چولگي چاركي و ضريب چولگي صدكي است ضريب هاي چولگي چندكي -3

  

 ضريب چولگي گشتاوري 

 .ي گشتاوري از فرمول زير استفاده مي شودبراي محاسبه ضريب چولگ

x

rSK 
 3

3  

)كه در آن  )i i xXFr
N





3

  .است ، انحراف معيارxگشتاور مرتبه سوم به مبدأ ميانگين و ، 3

 ضريب چولگي پيرسون 

)        1فرمول شماره   .1 )
X

X

Mo
S K 

 
 1 

)       2رمول شماره ف .2 )
X

X

Md
S K 

 
 2

3
 

  .ميانه است Md، مد و  Moكه در روابط فوق 

  .چولگي گشتاوري و چولگي پيرسون را محاسبه كنيد 1براي مشاهدات مثال : 13مثال 
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  ضريب چولگي گشتاوري: حل

/
/ , / /

/
/

/

( )i

x x

x

i xXFr
N

rSK

 



 
      


   


3

2

3
3 3

18265 16 730 61 99 0976 9 953 25
730 61 0 74
9 95

  

  ضريب چولگي پيرسون

( ) ( / / )
/

/

( ) ( / / )
/

/

X

X

X

X

Mo

Md

S K

S K









 
   

  
   





1

2

78 12 86 3 0 822
9 95

3 3 78 12 75 13 0 901
9 95

  

SK/ با توجه به آنكه مقدار  0 تفاوت فاحش با توزيع مي توان گفت جامعه از نظر قرينگي ،   5
  .داردنرمال 

 ضرايب چولگي چندكي 

ضريب چولگي چاركي                        .1
Q

Q Q Q
SK Q Q

 



3 2 1

3 1

2  

            ضريب چولگي صدكي           .2
P

P P PSK P P
 




90 50 10

90 10

2   

  .ام استi، صدك iPام و iچارك  iQكه در آن 

  كاربرد دارد. چولگي چندكي زماني كه محاسبه ميانگين و واريانس براي توزيع امكانپذير نباشد: نكته.  

  .كنيدرا محاسبه و صدكي  چاركيچولگي  8براي مشاهدات مثال : 14مثال 

  ضريب چولگي چاركي: حل 
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, / ( ) /

/ / /
/

/ /Q

CQ Q

Q Q Q
SK Q Q




     

    
  



2 2

3 2 1

3 1

2 60 202 60 430 49 5 25 65 125
4 16

94 95 2 65 125 40 125 0 088
94 95 40 125

2
  

  ضريب چولگ صدكي

, / ( ) /

, / ( )

/

/ /
/

/

P

P

P

C P

C P

P Q

P P PSK P P




     




     

 

    
  

 

10

90

10

90

50 2

90 50 10

90 10

10 60 410 60 106 24 5 25 27 625
100 16

90 60 5390 60 10054 149 5 25 162
100 2
65 125

162 2 65 125 27 625 0 44
162 27 625

2

  

 رهاي تعيين انحراف از كشيدگيپارامت 

كوتاهي و (اين پارامترها براي مقايسه توزيع جوامع مورد نظر با توزيع جامعه نرمال به لحاظ كشيدگي 
 .مي گيرد مورد استفاده قرار) بلندي توزيع

  

  آن)  E( انواع توزيع به لحاظ كشيدگي و مقدار ضريب 

 ) E=0( مساوي توزيع نرمال  )بلندي توزيع(از نظر كشيدگي -1

  ) E<0( بلندتر از توزيع نرمال  )بلندي توزيع(از نظر كشيدگي  -2

  ) E>0( كوتاه تر از توزيع نرمال  )بلندي توزيع(از نظر كشيدگي  -3

  
0E  

0E  

0E  

MoxMd    
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  كشيدگي تفسير ضريب )E ( 

E/اگر  -1  0                        .استنرمال  جامعه از نظر كشيدگي تقريبا توزيع 1

/اگر  -2 /E 0 1 0         .استنسبتاً بلندتر از نرمال  جامعه از نظر كشيدگي توزيع 5

E/اگر  -3  0      .استكاملاً كشيده تر از نرمال  از نظر كشيدگيجامعه توزيع  5

  

 انواع ضرايب كشيدگي 

 ضريب كشيدگي گشتاوري ؛  -1

  ضريب كشيدگي چندكي ؛  -2

  

 ضريب كشيدگي گشتاوري 

محاسبه مي شود كه فرمول  به مبدأ ميانگين نسبت با استفاده از گشتاور مرتبه چهارماين ضريب گشيدكي 
 .ودآن به صورت زير ارائه مي ش

X

rE 
 4

4 3  
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)كه  )i i xXF
r N





4

  .عددي ثابت است 3و  4

  .را محاسبه كنيد كشيدگي گشتاوري 1براي مشاهدات مثال : 15مثال

/

/
/ /

/

( )i

X

i xXF
r N

rE 


  

       


4

4

4
4 4

536197 21447 88
25

21447 883 3 2 19 3 0 81
9 95

  

/ با توجه به اينكه /E 0 1 0   .      استتاً بلندتر از نرمال نسب جامعه از نظر كشيدگي توزيعمي توان گفت،  5

 ضريب كشيدگي چندكي 

محاسبه مي شود كه فرمول آن  با استفاده از انحراف چاركي و صدكهاي دهم و نودم اين ضريب گشيدكي
 .به صورت زير ارائه مي شود

/
P

SIQR
E P P

 
90 10

0 263  

مخصـوص توزيـع هايي كه بالاجبار با استـفاده از چـندكها تـوصـيف مي اين ضريب گشيدگي :نكته
 .شـوند

  .را محاسبه كنيدچندكي  ضريب كشيدگي 8براي مشاهدات مثال : 16مثال 

/
/ / /

/P

SIQR
E P P

     
 90 10

27 410 263 0 263 0 42
162 27 625

  

/ با توجه به اينكه /E 0 1 0  .      استندتر از نرمال نسبتاً بل جامعه از نظر كشيدگي توزيع ، مي توان گفت5
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   مبادي احتمال :فصل پنجم
مفاهيمي چون فضاي نمونه،  .در اين فصل دانشجو با برخي از مفاهيم احتمال و انواع احتمالات آشنا مي شود

احتمال،  ل، تابعو نيز مفهوم احتما. و نيز اصول شمارش و جايگشت ها و تركيب ها بيان شده است پيشامد
   .و احتمال كل توضيح داده مي شود  اصل موضوع احتمال شرطي استقلال دو پيشامد قانون

 مفاهيم اساسي احتمال 

  مفهوم احتمال)P:( احتمال يعني شانس وقوع يك پيشامد خاص.  

 رداحتمال عيني ، ثابت و مقدار آن از قبل مشخص است و به عقايد اشخاص بستگي ندا: احتمال عيني. 
 )آمدن تاس در يك بار پرتاب 6احتمال (

 پاسخ مسافران در مورد : مثال. (احتمال ذهني ، متغير و وابسته به نظر اشخاص است: احتمال ذهني
  )تبريز-احتمال تاخير پرواز تهران

 مثل ولي كل حالات ممكن آن معلوم است فعاليتي كه نتيجه آن از قبل مشخص نيست:  آزمايش ،
  كه معلوم نيست دقيقاً شير خواهد آمد يا خط پرتاب يك سكه ،

 فضاي .مجموعه پيامدهاي ممكن يك آزمايش را فضاي نمونه آن آزمايش مي گويند : فضاي نمونه
 .نشان مي دهند Sنمونه را با 

  فضاي نمونه پرتاب يك تاس: 1مثال

{ , , , , , }S  1 2 3 4 5 6  
 مثل فضاي نمونه پرتاب . (اد كمي عضو داشته باشديعني اين كه فضاي نمونه تعد: فضاي نمونه محدود

 )يك تاس

 2مثال .نامتناهي است) تعداد اعضاء آن ( يعني اينكه فضـاي نمونه آزمايش  :فضاي نمونه نامحدود :
  .فضاي نمونه را بنويسيد. يك سكه را آنقدر پرتاب مي كنيم تا شير ظاهر شود

  .نماد خط باشد داريم Tنماد شير و  Hاگر : حل

 , , ,...S H TH TTH  
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 اگر اعضاي فضاي نمونه آزمايش قابل شمارش باشد ، آن را فضاي :  فضاي نمونه گسسته و پيوسته
 .نمونه گسسته ولي اگر فضاي نمونه آزمايشي بصورت اعداد اعشاري باشند آن را پيوسته مي نامند

  .نمونه گسسته و نامتناهي است نمونه اي از فضاي 6تعداد پرتاب هاي يك تاس تا آمدن  :3مثال

{ , , ,...}S  1 2 3  

  .فضاي نمونه طول عمر لامپ هاي توليدي يك كارخانه نمونه اي از فضاي نمونه نامتناهي و پيوسته است

{ }S x  0  

مونه نمونه اي از فضاي ن. ساعت است 1780فضاي نمونه ظول عمر نوعي لامپ كه حداكثر عمر آن 
  .متناهي و پيوسته است

{ }S x  0 1780  

 به هر يك از زير مجموعه هاي فضاي نمونه ، يك پيشامد گفته مي شود هر پيشامد را با يكي :  پيشامد
 .نشان مي دهند. . . و  Cو  Bو  Aاز حروف بزرگ انگليسي مثل 

  پيشامد ظاهر شدن عدد زوج در پرتاب يك تاس B: 4مثال

{ , , , , , }

{ , , }

S

B



1 2 3 4 5 6
2 4 6  
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 پيامدهاي مقدماتي يا پيشامدهاي اوليه هم شانس يعني اين كه تمام :  پيامدهاي مقدماتي هم شانس
احتمال رو آومدن هر سك از اعداد : مثال. (پيشامدهاي اوليه در آزمايشي داراي شانس وقوع برابر باشند

 )در پرتاب يك تاس 6تا  1

 
  احتمال يك پيشامد 

  در پيامدهاي مقدماتي هم شانسيك پيشامداحتمال  

به تعداد عضوهاي فضاي  Aبرابر مي شود با تعدادهاي عضو هاي پيشامد  Aاحتمال وقوع پيشامدي مثل 
  نمونه

( )
( )

( )

n A
P A

n S
  

  .پيشامد ظاهر شدن عدد زوج در پرتاب يك تاساحتمال : 4مثال

( )P B  
3 1
6 2

 

 يشامد در پيامدهاي مقدماتي غير هم شانساحتمال يك پ  

     P(A)= تكرار Nدر Aفراواني نسبي پيشامد                                             Aبراي پيشامدي مثل 

   .به سمت بي نهايت ميل كند Nبشرطي كه 

 
  

 خواص اوليه احتمال  

  )هم شانس و چه غير هم شانسچه (  Aبراي هر پيشامدي مثل 

      ( )

     ( )

P A

P S

  
 
1 0 1
2 1  

 قواعد شمارش   
  :   اين قواعد عبارتند از 

  )ترتيب(جايگشت  - 2قاعده ضرب    - 1
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  مرتب) تفكيك هاي(افرازهاي  -4تركيب           - 3

   كاربردهاي قواعد شمارش
نمي از اين قواعد در وضعيت هايي استفاده مي شود كه فهرست نمودن تمام حالات ممكن آزمايش مقدور 

   .باشد ، لذا فقط به ذكر تعداد حالات ممكن و مختلف اكتفا مي شود
   اصل اساسي شمارش -1

است و اين اصل مختص آزمايش هايي است كه در آنها » قاعده ضرب « اساسي ترين اصل در شمارش 
  .مرحله انجام مي پذيرد)  Kمثلاً ( عمليات در چند مرحله 

 در آزمايشي كه مرحله اول آن به  طرق ممكن انجام عمل :  قاعده ضربn  Kمرحله . . . طريق و    1
ام آن به 

Kn     طريق انجام ميگيرد ، عبارت خواهد بود از:  
...

Kn n n  1 2  
( شده را با يكي از وسيله هاي تبليغاتي متن تهيه  5اگر دايره بازاريابي و فورش شركتي بخواهد يكي از : 5مثال

  .آگهي كند، اين كار را به چند طريق مي تواند انجام دهد) راديو، تلويزيون، مجله و روزنامه
nمرحله انجام مي شود به طوري كه  2با توجه به اينكه اين كار در : حل 1 nو  5 2 دو مرحله  بوده و اين 4

  : پس تعداد كل حالات برابر است با. از هم مستقل هستند

n n   1 2 5 4 20  
 اين نمودار روشي است منظم براي نشان كل حالات ممكن در آزمايشاتي كه عمليات :  نمودار درختي

  )مكمل قاعده ضرب (  .در آنها طي چندين مرحله انجام مي پذيرد

ران، يكشور ا 5از  يكين به يا با ماشيا با دوچرخه ياده يپ يخواهد با پا يم يجهانگرد: 6مثال 
  .ن مسافرت را انجام دهديتواند ا يق مين جهانگرد به چند طريا سفر كند ايتاليا ايه يونان، تركين، يچ

31قة مسافرت را به يطر يو: جواب  n را به  كند و كشور مورد نظر تواند انتخاب يق ميطر
52 n تواند انتخاب كند عبارتند از  يكه م ين تعداد طرقيق انتخاب كند بنابرايطر :  

155321 nn  

  .رسم شده است زيرمربوط در شكل  ينمودار درخت
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) پاي پياده –ايران (
 ايران

) پاي پياده –چين (
 چين 

) دوچرخه –ايران (
 ايران

) دوچرخه -چين (
ين چ  

) ماشين –ايران (
 ايران

) ماشين –چين (
 چين 

پاي 
ا

دوچرخ

ما
ش
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 فاكتوريل كه براي عددي مانند : تعريف فاكتوريلn  با نماد»n! «عبارت است از م يهد ينشان م
  : م ين صورت داريكه در ا ، nتا  1حاصلضرب اعداد 

....,!!!! 241234461233212211   

  .باشد يم 1برابر ) 0(!ف يو بنا به تعر
   )ترتيب ( جايگشت  -2

rشي انتخاب نمود بطوريكه          nشي را از بين  rيعني تعداد طرقي كه مي توان  n   يب قرار و ترت
   گرفتن اشياء نيز مهم باشد

   حالات مختلف پيدا كردن جايگشت
  شي متمايز  nتعداد كل جايگشت هاي . 1
  شي نامتمايز  nتعداد كل جايگشت هاي . 2
   شي متمايز nشي انتخابي از بين  rتعداد جايگشت هاي . 2
 

   شي متمايز  nتعداد كل جايگشت هاي . 1
!                                          در صورت رديفي بودن بشكل - 1 ( ) ( ) ...n n n n      1 2 1  
)                                           در صورت دايره اي بودن - 2 )! ( ) ( ) ...n n n      1 1 2 1  
  
   متمايزشي نا  nجايگشت هاي . 2

!

! ! ... !k

n

n n n 1 2
  

nشي،  nكه از  و . ام است kتاي آنها از نوع  knو ....تاي آنها از نوع دوم و  n2تاي آنها از نوع اول،  1
... kn n n n   1   .است 2

   شي  nشي از بين  rجايگشت هاي  -3
!

( ) !
n

r

n

n rP 


  

 r < n  و  هر دو متمايز nو  r كه 

   ترتيب ها ( نكات مهم در محاسبه جايگشت ها(   
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  اتوجه به تعداد اشياء و حجم انتخابي از بين آنه - 1
  توجه به رديفي يا دايره اي بودن اشياء - 2
  توجه به متمايز يا نامتمايز بودن اشياء - 3

  ت؟يك كلمه سه حرفي ساخ Aو  E ،D  ،C  ،Bبه چند طريق مي توان با حروف : 7مثال

۵ ۴ ٣
                                                              ! !

( )! !
    


5 5 5 4 3 60

5 3 2
  

تيم شركت كننده در مسابقه فوتبال به چند طريق مي توان سه تيم رتبه هاي اول، دوم و سوم  15از بين : 8مثال
  .را به دست آورد

١۵ ١۴ ١٣
                                                  ! !

( )! !
    


15 15 15 14 13 2730

15 3 12
   

  .را به دست آوريد bookتعداد جايگشت هاي حروف كلمه : 9مثال
  )شي نامتمايز nجايگشت با (

  .نفري تقسيم كرد 7و  6، 4، 3نفري را به دسته هاي  20به چند طريق مي توان يك كلاس : 10مثال

!                                           )                           شي نامتمايز nجايگشت با (

! ! ! !

20
3 4 6 7

  
  
  
  
   تركيب -3

  .بي اهميت باشدشـي بشرطي كه ترتيب قرار گرفتن اشياء  nشي متمـايز از بين  rتعداد طرق انتخـاب 
  .كه تعداد حالات ممكن را مي توان از فرمول زير محاسبه كرد

! ( )...( )
(   )

( )! ! !
n

r

n n n n r

n r r r

  
 


1 1  

 استفاده از قاعده ضرب در تركيب   

nاگر تركيب اول به شكل    

r

 
  
 

1

1

nتركيب دوم بصورت       

r

 
  
 

2

2

Kتركيب آخر به شكل . . . و  

K

n

r

 
  
 

باشد      

  برابر است با عداد كل طرقتدر آن صورت 

!

!


4 12
2
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 ...
K

K

n n n

r r r

     
          
     

1 2

1 2

  

  ويژگي هاي تركيبr  شي ازn شي  

1 (n 
 

 
1

0
                                                               ٢( 

n
n

 
 

 1
  

٣ (
n

n

 
 

 
1                                                              ٤ (

n
n

n

 
  1

  

  .تيم شركت كننده در مسابقه فوتبال به چند طريق مي توان سه تيم را انتخاب كرد 15از بين : 11مثال
!

( )! !

   
      

15 15 15 14 13 455
3 15 3 3 3 2

  
كتاب  2تاي آن آمار و بقيه رياضي هستند، يك كتاب آمار و  5كتاب كه  12به چند طريق مي توان از : 12مثال

  عنوان كتاب سال برگزيد؟ رياضي را به
  

    
  

5 7 5 21 105
1 2

  

   افرازهاي مرتب -4
شي در  2nشي در مجموعه اول  1nزيرمجموعه با  kشيئي را به  nتوان مجموعة  گاهي تعداد طرقي كه مي

  :افراز كرد برابر است با  kشي در مجموعه  nkو ... مجموعه دوم، 

!...!!

!
... kk nnn

n
،n،n،n

n

2121








  

nnnnكه در آن  k    .است 21...

  

  : افراز ويژگي ها
  شي به گونه اي خاص nتفكيك  -1 
  در حكم يك مجموعه بودن هر تركيب - 2
   مهم نبودن ترتيب اشياء در هر زير مجموعه - 3
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 3كترين بچه بچه تقسيم كرد به شرط آنكه به كوچ 4اسباب بازي را بين  9به چند طريق مي توان : 13مثال
  اسباب بازي برسد؟ 2اسباب بازي و به هر كدام از بچه هاي ديگر 

!

, , , ! ! ! !

 
  

 

9 9 7560
3 2 2 2 3 2 2 2

  

  
  عمليات روي پيشامد ها و قواعد احتمال  
 در اين نمودار به منظور نشان دادن پيشامد ها ،كل فضاي نمونه در قالب مستطيلي ارائه :  نمودار ون

  .ين مستطيل را به خود اختصاص مي دهدشده و هر پيشامدي قسمتي از ا

اشغال كرده ) فضاي نمونه( Sاز  Aبرابر است با سطحي كه پيشامد  در نمودار ون Aاحتمال پيشامدي مانند 
  .است Sبه  Aيا بربر با نسبت تعداد اعضاي  است

 

 
 همزمان نداشته گويند كه امكان وقوع » نا سازگار « دو پيشامد را در صورتي :  دو پيشامد نا سازگار

  )مثل شب و روز .(باشند يعني با وقوع يكي ، ديگري امكان وقوع نداشته باشد

هيچ  Bو  Aنمودار نشان مي دهد كه پيشامدهاي  .به صورت زير است نمودار ون براي دو پيشامد نا سازگار
 . وجه اشتراكي با هم ندارند

 
 كي مانع وقوع ديگري نيست بعبارتي اين دو دو پيشامدي را گويند كه وقوع ي:  دو پيشامد سازگار

  .پيشامد داراي حداقل يك عضو مشترك هستند

 .محل تلاقي دو پيشامد ، نقطه مشترك آنهاست .نمودار ون براي دو پيشامد سازگاربه صورت زير است
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 اجتماع دو پيشامدي مثل  :اجتماع دو پيشامدA  وB  مجموعه تمام عضوهايي است كه در ،A يا در B 
A را با  Bو  Aاجتماع دو پيشامد .قرار دارند Bو هم در  Aيا هم در  B وقوع . نشان مي دهند
A B   .يعني اين كه حد اقل يكي از دو پيشامد مذبور رخ داده است 

Aنمودار ون براي   B به صورت زير است. 

BA

 
 

 اشتراك دو پيشامدي مثل : مداشتراك دو پيشاA  وB  را با A ∩ B وقوع . نشان مي دهند   A B 
  .رخ داده است Bو  Aيعني اين كه هر دو پيشامد 

   .نمودار ون براي اشتراك دو پيشامدبه صورت زير است

BA

  
  .سترخ داده ا Bو هم پيشامد  Aيعني اين كه هم پيشامد 

 
 

 متمم پيشامدي مثل :  متمم يك پيشامدA كه با C

A   نشان داده مي شود مجموعه تمام عضوهايي
  نيست Aاست كه در فضاي نمونه است ولي در خود پيشامد 

C نمودار ون براي

A وقوع متمم . به صورت زير استA  )C

A  ( به معني عدم وقوع پيشامدA مي باشد . 
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 برخي قواعد احتمال 

)(ز باشد ين Bر مجموعة يز Aباشند و  Sنمونة  يشامد از فضايپ دو Bو  Aكه يدر صورت. 1 BA 
 ياوا مسيكوچكتر  Aشامد يباشد احتمال وقوع پ يم B يا مساويكمتر  يتعداد عضوها يدارا Aچون 

   يعنياست  Bشامد ياحتمال وقوع پ

)()( BPAP   

 يبرابر فضا ACو  Aست اجتماع ين Aنمونه است كه در  ياز فضا يقسمت AC از آنجايي كه. 2
SAA يعني نمونه است C  ك خواهد بود ي يعنينمونه  يها برابر با احتمال فضا و مجموع احتمال آن

1 )()( CAPAP ن يبنابرا :  

)()( APAP C 1  

  : م يآور يرا از قاعدة جمع احتمالات بدست م Bو  Aشامد يپ دواحتمال اجتماع . 3

)()()()( BAPBPAPBAP    

اشتراكي ندارند ,در صورتي كه دو پيشامد ناسازگار باشند چون دو پيشامد ناسازگار . 4
)A B  (  و در نتيجه( )P A B    :،  احتمال اجتماع آنها عبارتست از0

)()()( BPAPBAP                      
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اپ و يا هردو به ترتيب اگر براي خانواده اي، احتمال دارا بودن يك دستگاه كامپيوتر، يك دستگاه لپ ت: 14مثال
حداقل يكي از دو (احتمال اينكه اين خانواده يكي از دو نوع يا هر دو نوع دستگاه . باشد 29/0و  35/0، 86/0

  است؟چقدر . را داشته باشند) نوع دستگاه
ه ، پيشامد اين باشد ك B. ، پيشامد اين باشد كه خانواده مزبور داراي يك دستگاه كامپيوتر است Aاگر : حل

  :داريم. خانواده مزبور داراي لپ تاپ است

( ) / , ( ) / , ( ) /P A P B P A B   0 86 0 35 0 29   
  : برابر است با.) حداقل يكي از دو نوع دستگاه را دارا باشند(بنابراين احتمال مورد نظر 

( ) / / / /P A B    0 86 0 35 0 29 0 92  

عيوب است و با احتمال ، ترمزهايش م 23/0با احتمال . خودرويي در كنار خياباني متوقف شده است: 15مثال
احتمال . ترمزهايش معيوب يا فرسودگي شديد دارد 38/0همچنين با احتمال . فرسودگي شديد تاير دارد 24/0

چقدر است؟ همينطور احتمال . اينكه اين اتومبيل ترمزهايش معيوب بوده و فرسودگي شديد تاير داشته باشد
  ر است؟اينكه خودرو مورد نظر ترمزهايش معيوب نباشد چقد

پيشامد اين باشد كه تايرهايش  Tپيشامد اين باشد كه خودرو مورد نظر ترمزهايش معيوب باشد و  Bاگر : حل
  :داريم. فرسوده باشد

( ) / , ( ) / , ( ) /P B P T P BUT  0 23 0 24 0 38  

  :بنابراين احتمال اينكه هم ترمزش معيوب باشد هم تايرهايش فرسوده باشند برابر است با

/ / / ( )

( ) / / / /

P B T

P B T

   
    
0 38 0 23 0 24

0 23 0 24 0 38 0 09
  

  :و احتمال اينكه ترمزهايش معيوب نباشد برابر است با

( ) ( ) / /cP B P B    1 1 0 23 0 77  

 احتمال شرطي  
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به وقوع  Bشامد يم پيمربوط باشد و بدان Bهمانند  يگريشامد ديپبه   Aپيشامدي همانند  اگر
))(( Bبه شرط  A، به احتمال وقوع  Aن صورت احتمال وقوع يوسته است در ايپ BAP ابد كه ي ير مييتغ

  .يمنام يم يآنرا احتمال شرط

برابر  Bبه شرط  Aاحتمال وقوع  0)(BPباشد و  Sنمونه  يشامد دلخواه از فضايدو پ Bو  Aاگر 
  : است با 

)(

)(
)(

BP

BAP
BAP


  

مطلوب . است 6ظاهر شده برابر دو تاس را پرتاب مي كنيم در صورتي كه بدانيم مجموع اعداد : 16مثال
.را نشان دهد 2است احتمال اينكه يكي از تاس ها عدد   

:تمام حالات پرتاب دو تاس برابر است با: حل  

{( , ), ( , ) ,..., ( , ),..., ( , )}S  1 1 1 2 1 6 6 6  

پيشامد اين باشد كه مجموع اعداد ظاهر  Cرا نشان دهد و  2يكي از تاس ها عدد  پيشامد اين باشد كه Bاگر 
  :داريم. است 6شده برابر 

{( , ) , ( , ) , ( , ), ( , ), ( , )}

{( , ) , ( , )}

C

B C


 

2 4 3 3 4 2 5 1 1 5
2 4 4 2  

  :در نتيجه احتمال مورد نظر برابر است با

( )
( | )

( )

P B C
P B C

P C


  

2
236

5 5
36

  

 قانون ضرب احتمالات  

با استفاده از احتمـال شرطي مي توان قانـون ضرب را براي محاسبه احتمال اشتراك پيشامدها بشرح زير بيان 
  .نمود
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( )
( | ) ( ) ( | ) ( )

( )

( )
( | ) ( ) ( ) ( | )

( )

P A B
P A B P A B P A B P B

P B

P A B
P B A P A B P A P B A

P A


   


   

  

 سه يبرا حتمالاتفرمول ضرب ا. ز كاربرد دارديشامد نيپ دوش از يب يقانون ضرب احتمالات برا 
  : ن گونه است يشامد ايپ

)/()()()( BACPABPAPCBAP    
دو لامپ . لامپ معيوب وجود دارد 4لامپ مي باشد كه در بين آن ها  10فرض كنيد جعبه اي شامل : 17مثال

 احتمال اين كه هر دو لامپ معيوب باشند چقدر است ؟. استخراج مي كنيم پشت سر هم و بدون جايگذاري

  B:دومي ناسالم پيشامد       A:اولي ناسالم  پيشامد :حل 

( ) , ( | )

( ) ( | ). ( )

p A p B A

p A B p B A p A

 

       

4 3
10 9

3 4 4 3 12
9 10 10 9 90

  

  .حال اگر سه لامپ استخراج شود احتمال سالم بودن هر سه لامپ را حساب كنيد

  C:پيشامد سومي سالم       B:م دومي سالپيشامد     A:اولي سالم  پيشامد :حل 

( )P A B C    
6 5 4
10 9 8

  

 دو پيشامد مستقل  

مي گوييم ، در صورتي كه وقوع يا عدم وقوع يكي در وقوع و يا عدم وقوع » مستقل « دو پيشامد را 
   ديگري هيچ تأثيري نداشته باشد

م ندارند براي محاسبه احتمال هيچ تأثيري بر روي ه از هم مستقل باشند Bو  A زماني كه دو پيشامد
  :اشتراك آنها بشكل زير عمل مي شود 
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( | ) ( ) , ( | ) ( )

( ) ( | ) ( ) ( ) ( ) ( )

P A B P A P B A P B

P A B P A B P B P A B P A P B

 
     

  

 شرط ناسازگار بودن دو پيشامد                                         ( )A B P A B     0 

 شرط مستقل بودن دو پيشامد                                             ( ) ( ) ( )P A B P A P B   
 يشامدها نسبت به هم مي تواند ، حالت سازگار و مستقل ، سازگار و غير مستقل ، ناسازگار و غير پ

  .داشته باشند. . . مستقل و 

 
 قضيه بيز  

  ، كمك مي كنددر صورت دسترسي به اطلاعات جديد اين قضيه پژوهشگران را در تجديد نظر احتمالات ،
  ..حالتي كه دو عامل مدنظر باشد به صورت زير استفرمول اين قضيه در 

( ) ( | )
( | )

( )

P A P B A
P A B

P B
  

و  1Aدارند اگر  يشامديدر وقوع پ يا ن كنندهييعامل نقش تع 2ش از ياز موارد ب ياريدر بس
2A ، ... وkA  نشان دهندةK توانند حادثة  يزگار باشند كه محادثة ناساB  را باعث شوند آنگاه احتمال
  : عامل وقوع باشد برابر است با  Aiنكه يا

)|()(...)|()(....)|()(

)|()(

)(

)(
)|(

KABPKAPiABPiAPABPAP

iABPiAP

BP

BiAP
BiAP




11

  

 
 و » احتمال پيشين « به احتمال وقوع پيشامدي قبل از كسب اطلاعات جديد : احتمالات پسين و پيشين

 .مي گويند» احتمال پسين « جديد به احتمال وقوع آن پيشامد بعد از كسب اطلاعات 

 دانشجويان سال دوم  %70،دانشجويان سال سوم  % 80، چهارمدانشجويان % 30 فرض كنيد مي دانيم :18مثال

سال % 25سال اول ، % 25اگرازهمه ي دانشجويان ،  .كتابخانه استفاده مي كنند ازدانشجويان سال اول % 50و
  اشند ، در اينصورت ب سال چهارم% 30و  سال سوم% 20،دوم 
   ؟ كند چقدر استكتابخانه ي مركزي استفاده  احتمال اينكه دانشجويي از) الف
  دانشجوي سال دومي انتخاب مي شود چقدر احتمال دارد از كتابخانه مركزي استفاده كند؟) ب
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  تعريف مي كنيم: حل

   A:كند از كتابخانه ي مركزي استفاده  پيشامد اينكه دانشجويي  

    F:  دانشجوي سال اول باشد امد اينكه پيش  

     O: دوم باشدسال پيشامد اينكه دانشجوي    

    J: سومسال پيشامد اينكه دانشجوي    

    E :چهارم باشدسال   پيشامد اينكه دانشجوي
( ) / , ( ) / , ( ) / , ( ) /

( | ) / , ( | ) / , ( | ) / , ( | ) /

P F P O P J P E

P A F P A O P A J P A E

   
   

0 25 0 25 0 2 0 3
0 5 0 7 0 8 0 3  

  
  )الف

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( | ). ( ) ( | ). ( ) ( | ). ( ) ( | ). ( )

/ / / / / / / / /

p A P A F P A O P A J P A E

p A F p F p A O p O p A J p J p A E p E

       
   
        0 5 0 25 0 7 0 25 0 8 0 2 0 3 0 3 0 55

 

)                      )                                  ب | ) ( ) / /
( | ) /

( ) /

P A O P O
P O A

P A


  

0 75 0 25 0 32
0 55

  

درصد كل محصولات  10درصد و  30درصد،  60ب يبه ترت C,B,Aن يسه ماش: 19مثال
درصد،  3درصد،  2ب برابر يها به ترت نين ماشيوب ايكنند درصد محصولات مع يد ميرا تول يا كارخانه

م يكن يانتخاب م يبه صورت تصادف ين كارخانه محصوليان محصولات ايدرصد است از م 4
  : م ين احتمالات را محاسبه كنيك از ايم هر يخواه يم

   .وب باشدينكه معياحتمال ا: الف 

  .وب استيم معيكه بدانيد شده باشد در صورتيتول Cن ينكه با ماشياحتمال ا: ب 

  X: وب بودن ياحتمال مع                        :  حل

     irmgn.ir



٩٢ 

 

( ) / , ( ) / , ( ) /

( | ) / , ( | ) / , ( | ) /

P A P B P C

P X A P X B P X C

  
  

0 6 0 3 0 1
0 02 0 03 0 04  

  : الف 

025004010003003002060 ///////.

)/()()/()()/()()(


 CXPCPBXPBPAXPAPXP  

  : ب 

( ) ( | )
( | )

( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | )

/ /
/

( / / ) ( / / ) ( / / )

P C P X C
P C X

P A P X A P B P X B P C P X C
 

 



    

0 10 0 04 0 16
0 60 0 02 0 03 0 03 0 10 0 04
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توابع احتمال گسسته: فصل ششم  

هدف اين فصل آشناسازي دانشجويان با متغيرهاي تصادفي گسسته ، توابع احتمال و توزيع هاي مربوط به 
  .آنهاست

 تابع احتمال و تابع توزيعمتغير تصادفي گسسته ،  
  متغير تصادفي گسسته 

 تابعي است كه روي فضاي نمونه تعريف مي شود و هر يك از مقادير آن، : متغير تصادفي
با توجه به اين كه هر تابع داراي  .متناظر با يك يا چند عضو از اعضاي فضاي نمونه است
و حوزه اش مجموعه )  S( نمونه  دامنه و حوزه مي باشد دامنه يك متغير تصادفي نيز فضاي

 .اعداد حقيقي است

را برابر يك تعريف كنيم  Xقانوني باشد كه اگر سكه اي پرتاب شود و شير بيايد ،  Xفرض كنيد كه : 1مثال
  .را برابر صفر تعريف كنيم Xو اگر خط بيايد 

:{ , } { , } :X H T X S  1 0  

 انواع متغير تصادفي 

 با تعداد مقادير متناهي يا شمارش پذيرمتغير تصادفي گسسته ؛  - 1

 متغـير تصادفي پيوسـته ؛ با تعداد مقادير ممـكن نامتناهي و غير قابل شمارش - 2

 

  متغيرهاي تصادفي را با حروف بزرگ لاتين مثلZ  وY  وX  و هر يك از مقادير انتخابي آنها را
 نشان مي دهند xو  yو  zبا حروف كوچك 

 تابع احتمال 
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تابع « كه بتوان با استفاده از آن احتمال هر يك از مقادير ممكن متغير تصادفي را مشخص كرد به تابعي 
تابع احتمال تابعي است كه دامنه آن مقادير ممكن متغير تصادفي . گويند» توزيع احتمال « يا » احتمال 

  .و حوزه آن احتمالات مربوط به هر مقدار از متغير تصادفي است

)با نماد معرفي مي شوند كه   تابع احتمالمال ها بوسيله ي تابعي به نام در حالت گسسته احت )p X x 
) ،بنابر اصول موضوع احتمال .نشان داده مي شود )p X xيك تابع احتمال است كه  وقتي:  

( )P X x در حوزه x X   

١- ( )P X x  0  

2 - ( )
x

P X x  1  

  

تعداد فروش كت و شلوار فروشگاه لباسي در هر روز، همراه با احتمال آن، در جدول زير ارائه شده : 2مثال
  ؟ آيا مي توان گفت احتمال هاي ارائه شده يك تابع احتمال است. است

  

8 7 6 5 4 3 2 1X x 

05/007/008/019/020/016/015/01/0( )p X x

  :حل 

                                                    :داريم)1
( ) / , ( ) / , ( ) / , ( ) /

( ) / , ( ) / , ( ) / , ( ) /

P X P X p X P X

P X P X P X P X

       
       
1 0 1 2 0 15 3 0 16 4 0 20
5 0 19 6 0 08 7 0 07 8 0 05  

)(پس اصل اول برقرار است  ) ,P X x x  0 (  
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2 (                                                                    
( ) / / / / / / / /

x

P X x           1 0 1 0 15 0 16 0 20 0 19 0 08 0 07 0 05 1  

  .بنابراين ، اصول موضوع برقرار است و پاسخ مثبت است

  

  تابع احتمال تجمعي ( تابع توزيع( 

، احتمال وقوع مقداري كوچكتر  Xتابع توزيع ، تابعي است كه به ازاي جميع مقادير ممكن متغير تصادفي 
  يعني. را نشان مي دهد Xي با يا مساو

( ) ( )F x P X x  

  .تابع توزيع را محاسبه كنيد 2در مورد مثال : 3مثال

  :حل

( ) ( ) /

( ) ( ) ( ) ( ) / / /

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) / / / /

F P X

F P X P X P X

F P X P X P X P X

  
        
           

1 1 0 1
2 2 1 2 0 1 0 15 0 25
3 3 1 2 3 0 1 0 15 0 16 0 41

  

  

  

8 7 6 5 4 3 2 1X x 

0/195/088/080/061/041/025/01/0( )p X x
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 د رياضي و واريانس متغير تصادفيامي  
 اميد رياضي 

)ه با ك Xاميد رياضي متغير تصادفي  )E X  نشان داده مي شود همان ميانگين موزون است كه احتمالات در
 .را ايفاء مي كنند) وزن ها ( آن ، نقش ضرايب 

دفي در مقدار احتمال خودش بدست اميد رياضي يك متغير تصادفي از حاصل جمع ضرب هر متغير تصا
 . كه عبارت فوق را مي توان به صورت زير بيان كرد. مي آيد

( ) ( )E X X f X  

)در عبارت فوق  )f x  همان( )P X x است.  

   اميد رياضي را ميانگينX  نيز مي ناميم و باx  يا نيز نشان مي دهيم. 
 ويژگي هاي اميد رياضي 

( )

( ) ( )

( ) ( )

E b b

E aX aE X

E aX b aE X b



  

  

  .را محاسبه كنيد X، اميد رياضي 2براي مشاهدات مثال: 4مثال

( ) / / / / / / / /E X                 1 0 1 2 0 15 3 0 16 4 0 2 5 0 19 6 0 08 7 0 07 8 0 05 4  

ت وشلوار در روز به فروش ك 4و اين مقدار به اين معني است كه فروشگاه انتظار دارد به طور متوسط 
  .برساند

  واريانس متغير تصادفيX 

 .نشان مي دهد) اميد رياضي ( ميزان پراكندگي را حول ميانگين  نشان داده و V(X) نماد با را واريانس 

 .براي محاسبه واريانس مي توان از دو فرمول زير استفاده كرد
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

V X X f X

V X E X




 

  


2

2

1

22
 

 

)كه  )E X   و( ) ( )f x P X x  است. 

  يعني . مانند قبل از جذر واريانس انحراف معيار محاسبه مي شود( ) ( )SD X V X 

  .واريانس و انحراف معيار را محاسبه كنيد 2براي مشاهدات مثال: 5مثال

( ) ( ) ( )

( ) / ( ) / ( ) / ( ) /

( ) / ( ) / ( ) / ( ) /

/

( ) ( ) / /

( ) / / / /

/ / /

V X X f X

V X E X

E X





 

           

           


    

       

     

 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

1 4 0 1 2 4 0 15 3 4 0 16 4 4 0 20
5 4 0 19 6 4 0 08 7 4 0 07 8 4 0 05

3 6
19 6 16 3 6

1 0 1 2 0 15 3 0 16 4 0 20
5 0 19 6 0 08 7 0 07 / /

( ) ( ) / /SD X V X

  

  

28 0 05 19 6

3 6 1 83

  

 ويژگي هاي واريانس 

) ( )

) ( ) ( )

) ( ) ( )

V b

V aX aV X

V aX b aV X





 

2

2

1 0
2
3

  

 تابع احتمال توأم 

)  تابع احتمال توأم عبارتست از فهرستي از زوج هاي  , )i jX Y يعني    ظر با آنهاو احتمال هاي متنا ،
( , ) ( , )i j i i j jf X Y P X x Y y  .  
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 موارد استفاده تابع احتمال توأم 

، از بررسي نمايد Yتباط با رفتار متغير ديگري مثل را در ار Xهر گاه پژوهشگر بخواهد رفتار متغيري مثل 
 .اين تابع استفاده مي كند

ز يفر يها خچاليتعداد  Xد يكن د فرض يريرا در نظر بگ يفروشگاه لوازم خانگ ود: 6مثال 
ر يفروخته شدة فروشگاه ب است نمودار ز يها خچاليتعداد  Yفروخته شده در فروشگاه الف و 

كه تابع احتمال توام آنها در جدول زير آمده ام در فروشگاه در هفتة گذشته است دهندة احتمال تو نشان
  .است

)() الف 1XP   

)() ب YXP   

),() ج 10  XYP  

YXZع احتمال يتوز) د  

10  
Y 

X

050150
350220
180050

//

//

//

  
2
1
0

  

  

57035022011011 ///),(),()(  YXPYXPXP )الف  

420050150220120201 ////),(),(),()(  YXPYXPYXPYXP )ب  
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570350220111010 ///),(),(),(  XYPXYPXYP )ج   

    ( د

3  2  1  0  YXZ   
05/0  50/0  40/0  05/0  )(zf  

  

 احتمالات حاشيه اي 

 Xبراي پيدا كردن تابع احتمال متغير تصادفي :  X احتمالات حاشيه اي - 1

  Yبراي پيدا كردن تابع احتمال متغير تصادفي :  Yاحتمالات حاشيه اي  - 2

در . توان احتمال جداگانه هر متغيرتصادفي را پيدا كرد با در دست داشتن تابع احتمال توام مي
دن احتمالات هر سطر و نوشتن آن در توان از جمع كر را مي Xمثال قبل تابع احتمال متغيرتصادفي 

را از جمع احتمالات هر ستون  Yحاشية سمت راست جدول بدست آورد و تابع احتمال متغيرتصادفي 
  .گوئيم مي» اي احتمالات حاشيه«و نوشتن آنها در حاشية پائين جدول بدست آورد به اين احتمالات 

د و تابع احتمال يسيرا بنو يا هيمالات حاشجدول احتمال توأم مثال قبل احت به با توجه : 7مثال 
X  وY ديسيرا در دو جدول مجزا بنو.  

  

  

  

  : حل
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احتمالات 
 xاي  حاشيه

1  0  
Y 

X

23/0  

57/0  

20/0  

18/0  

35/0  

05/0  

05/0  

22/0  

15/0  

0  

1  

2  

1  58/0  42/0  

احتمالات 
حا
ا شيه
Yي 

  : برابر است با  Yو  Xك از يپس تابع احتمال هر 

2  1  0  X 

20/0  57/0  23/0  )(Xf  

  

1  0  Y 

58/0  42/0  )(Yf  

  

 كوواريانس و استقلال دو متغير تصادفي  
 كواريانس 

معيار عددي است كه نوع و شدت رابطه خطي بين دو  متغير تصادفي را نشان مي دهد و عبارتست از اميد 
  .نرياضي تغييرات دو متغير بر حسب ميانگين شا

  .براي محاسبه كوواريانس مي توان از دو فرمول زير استفاده كرد
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  ( , ) ( )( )

  ( , ) ( ) ( ) ( )
X Y

COV X Y E X Y

COV X Y E XY E X E Y

    

  

1
2

  

)                                           yو  xدر صورت گسسته بودن  ) ( )i j i j
i j

E XY x y f x y  

  

 مقادير مختلف كواريانس 

ز ين يگريد يكيش يبا افزا يعنياست تغيرمم دو يدهندة رابطة مستق نشان: انس مثبت يكووار - 1
  .ابدي يش ميافزا

 يگريد يكيش يبا افزا يعنياست دو متغيركه نشان دهندة رابطة معكوس :  يانس منفيكووار - 2
  .ابدي يكاهش م

 يريگر تأثيكديچ كدام بر يه يعنياست متغيرل دو قلاكه بازگو گنندة است: انس صفر يكووار - 3
  .ندارند

بحث دو متغيردر مورد نوع رابطة . كواريانس بين فروش دو فروشگاه را محاسبه كنيد 6ال در مث: 8مثال 
  .ديكن

  :حل

970200257012300 ////)()(  xfxXE
x

  

 
y

yyfYE 58058014200 ///)()(  

( ) ( , ) ( / )

( / ) ( / ) ( / ) ( / )

( / ) / / /

i j i j
i j

E X Y x y f x y   

           
     

 0 0 0 05

0 1 0 18 1 0 0 22 1 1 0 35 2 0 0 15
2 1 0 05 0 35 0 1 0 45

11260580970450 /)//(/)()()(),(  YEXEYXEYXCov  
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( ) ( )( )

( / ) ( / ) / ( / ) ( / ) /

( / ) ( / ) / ( / ) ( / ) /

( / ) ( / ) / ( / ) ( / ) / /

x yCov XY E X Y   

         
         
           

0 0 97 0 0 58 0 05 0 0 97 1 0 58 0 18
1 0 97 0 0 58 0 22 1 0 97 1 0 58 0 35
2 0 97 0 0 58 0 15 2 0 97 1 0 58 0 05 0 1126

  

  .رابطه معكوس است Yو  Xبين دو متغير تصادفي  با توجه به منفي بودن مقدار كوواريانس رابطه

  

 استقلال دو متغير تصادفي 

)در صورتي مستقل اند كه به ازاي تمام زوج هاي   Yو  Xدو متغير تصادفي  , )i jX Y     رابطه روبرو
)                                                              .برقرار باشد , ) ( ) ( )

i ij j
f f fy yx x   

  .را بررسي كنيد 6در مثال  Yو  Xاستقلال دو متغير : 9مثال 

( , ) ( , ) / ( ) ( ) / /f x y p X Y P x P Y         1 1 0 0 0 05 0 0 0 23 0 42  

  .بنابراين دو متغير مستقل نيستند

  

 دو متغير رابطه استقلال و كواريانس 

اين معني  به. مستقل باشند ، كواريانشان حتماً صفر است ولي عكس قضيه هميشه صادق نيست yو  xاگر 
  .كه اگر كواريانس بين دو متغير صفر باشد دو متغير لزوما مستقل نيستند

 معرفي چند توزيع گسسته  
 توزيع برنولي 

 ي پيشامدهايي كه داراي نوزيع برنولي هستند عبارت استويژگي ها : 
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  .آزمايش فقط يك بار صورت مي گيرد - 1

  )موفقيت و شكست. (فقط دو پيامد ممكن دارد - 2

  )البته در صورت تكرار آزمايش (  .تمال موفقيت و شكست ثابت استاح - 3

  .آزمايش ها مستقل از يكديگر انجام مي شوند - 4

  .موفقيت يا شكست در آزمايش انجام شده: متغير مورد نظر

  مفاهيمp  وq درتوزيع برنولي 

- P  احتمال وقوع پيشامد مورد نظر ( يعني احتمال موفقيت( 
-  q احتمال عدم وقوع پيشامد مورد نظر (  يعني احتمال شكست(  

   p  وq يعني                                                   مكمل يكديگر هستندp q q p    1 1   

 آيا پيشامد استخراج شده از نمونه گيري بدون جايگزاري داراي توزيع برنولي است : سوال
 يا خير؟ 

احتمال موفقيت و شكست در آزمايش  مي شودبدون جايگزيني از جامعه باعث  نمونه گيري هاي: پاسخ
. شودو توزيع را از حالت برنولي خارج  كرده و شرط سوم از ويژگي هاي برنولي نقض گردد تغيير ها

نمونه گيري بدون جايگزيني از جوامع خيلي بزرگ ، مي تواند به برنولي بودن البته لازم به ذكر است 
نفر آنها داراي  2000نفر داراي حساب بانكي هستند كه  5000در بانكي : مثال. (ك نمايدتوزيع كم

پيشامد انتخاب يك . اگر موفقيت را داشتن حساب كوتاه مدت تعريف كنيم. حساب كوتاه مدت هستند
در چرا كه تمام ويژگي هاي توزيع برنولي را داشته و . نفر داراي توزيع برنولي است 5000نفر از اين 

2000مورد شرط سوم مي توان گفت  احتمال موفقيت فرد اول 
5000

1999و احتمال موفقيت فرا دوم  
4999

 
پس شرط سوم نيز برقرار . همانطور كه ملاحظه مي شود اين دو احتمال تفاوت چنداني با هم ندارند

  .)است
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گيري با جايگزيني از كليه جوامع آماري و نمونه گيري بدون  نمونهپس به طور كلي مي توان گفت 
  .جايگزيني صرفاً از جوامع خيلي بزرگ ، مي تواند به برنولي بودن توزيع كمك نمايد

  

 ميانگين و واريانس توزيع برنولي 

( )

( )

x

x

E X p

V X pq





 

 2 

يم و بقيه حالت ها را شكست به را موفقيت بنام 6يا  4اگر در ريختن يك تاس سالم آمدن عدد : 10مثال
 .واريانس توزيع را حساب كنيدميانگين و حساب آوريم ، 

  .ابتدا ويژگي هاي توزيع برنولي را در مورد آن بررسي مي كنيم :حل 

  ☺.آزمايش فقط يك بار صورت مي گيرد - 1

  ☺ )موفقيت و شكست. (فقط دو پيامد ممكن دارد - 2

  ☺ )البته در صورت تكرار آزمايش (  .احتمال موفقيت و شكست ثابت است - 3

  ☺ .آزمايش ها مستقل از يكديگر انجام مي شوند - 4

  بنابراين آزمايش انجام شده داراي توزيع برنولي بوده كه احتمال موفقيت و شكست برابر است با

( ) ( )

( )

p P X P T or T

q P X p

       

     

1 1 11 4 6
6 6 3

20 1
3

  

                 در نتيجه                                                    
( )

( )x

E X p

V X pq





  

    2

1
3
1 2 2
3 3 9
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 توزيع دو جمله اي 

 :ويژگيها

  )بار  n( تكرار آزمايش  - 1

  هر آزمايشي فقط دو پيامد دارد - 2

  در هر آزمايش qو  pثابت بودن  - 3

  مستقل بودن آزمايش ها از همديگر - 4

  .آزمايش انجام شده nتعداد موفقيت در :متغير مورد نظر

تكرار آزمايش داراي توزيع دوجمله اي  nتعداد موفقيت ها در  Xبرقراري شروط فوق آنگاه صورت در 
~است كه با نماد  ( , )X binomial n p فرمول توزيع دو جمله اي به صورت و  .نشان داده مي شود
 .زير بيان مي شود

( )

, , ,...,

n x n x

x
P X x

x n

p q
    

 
 0 1 2

  

 اجزاء تشكيل دهنده توزيع دو جمله اي

 n= عداد آزمايش ها ت

  x= تعداد موفقيت هاي مورد نظر 

  p= احتمال موفقيت در هر آزمايش 

  q= احتمال شكست در هر آزمايش 
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 ميانگين و واريانس توزيع دو جمله اي 

( )

( )

x

x

E X np

V X npq





 

 2  

n  وp  وq پارامترهاي توزيع دو جمله اي هستند.  

. نوع خوراك مرغ درست مي كند  10نوع خوراك گوشت و 12نوع خوراك ماهي ،  8رستوراني : 11مثال 
  . اگر مشتريان اين رستوران خوراك ها را به تصادف انتخاب كنند

  احتمال اينكه دونفر ازچهار مشتري بعدي خوراك ماهي سفارش دهند چقدر است ؟ )الف

  ست؟احتمال اينكه حداكثر دو مشتري از چهار مشتري خوراك ماهي سفارش دهند چقدر ا) ب

  ميانگين و واريانس تعداد افرادي كه خوراك ماهي سفارش مي دهند چقدر است؟) ج

با توجه به ساختار آزمايش مورد نظر به نظر مي رسد . ابتدا توزيع متغير مورد بررسي را پيدا مي كنيم: حل
باشد به  داراي توزيع دوجمله اي.) تعداد مشترياني كه خوراك ماهي سفارش مي دهند(متغير مورد نظر 

  .همين دليل شرايط توزيع دو جمله اي بررسي مي شود

  .)مشتري بررسي شده اند 4( ☺ )بار  n( تكرار آزمايش  - 1

مشتري يا خوراك ماهي سفارش مي دهد يا خوراكي غير ازماهي ( ☺. هر آزمايشي فقط دو پيامد دارد - 2
  .)سفارش مي دهد

مسئله فرض شده مشتريان اين رستوران خوراك ها  در صورت( ☺ در هر آزمايش qو  pثابت بودن  - 3
  .)ثابت است qو  pپس . را به تصادف انتخاب مي كنند

  .)نظر هر مشتري مستقل از نظر مشتري ديگر است(  ☺مستقل بودن آزمايش ها از همديگر - 4

pو  4داراي توزيع دو جمله اي با پارامترهاي  Xپس متغير آزمايش  
8
30

  .است 
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!)                                        الف
( ) /

!( )!
P X

                           

2 4 2 2 24 8 22 4 8 222 0 115
2 30 30 2 4 2 30 30

  

)                                            ب
( ) ( ) ( ) ( )P X P X X P X

  

      

                                  
                

0 4 0 1 4 1 2 4 2

2 0 1 2
4 4 48 22 8 22 8 22
0 1 230 30 30 30 30 30

  

  وقتي كهn  نسبتاً بزرگ است ، محاسبه احتمال از طريق فرمول كار خسته كننده اي مي شود ، لذا
در اين كتاب اين جدول در پيوست . كل از جدول هاي مخصوصي استفاده مي شودبراي رفع اين مش

)در اين جدول احتمال . ارائه شده است) 1( )
c

x n x

x

n
P X c p q

x




 
   

 


0
،  nبراي مقادير مختلف  

p  وc  آورده شده است. 

nدر نتيجه با استفاده از جدول بيان شده و براي   4  ،c  /و  2 /p  0 27 0   :داريم 30

 ( ) /P X  2 0 916  

))                                                                          ج ) /E X np    
8 324 1 07
30 30

  

نقر خوراك ماهي سفارش  07/1اين مقدار رياضي بيانگر ان است كه انتظار مي رود به طور متوسط 
  .دهند

( ) /V X npq    
8 224 0 78
30 30

  

  مقدارp و نوع توزيع 

 ، توزيع متقارنباشد p = 0/5اگر  - 1

p/اگر  - 2  0   باشد ، توزيع چوله به چپ5

p/ و اگر - 3  0   باشد ، توزيع چوله به راست است 5
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 توزيع هندسي 

 :اويژگيه

  تكرار آزمايش  - 1

  هر آزمايشي فقط دو پيامد دارد - 2

  در هر آزمايش qو  pثابت بودن  - 3

  مستقل بودن آزمايش ها از همديگر - 4

  .تعداد آزمايش تارسيدن به اولين موفقيت: متغير مورد نظر

 دسيهنداراي توزيع  تارسيدن به اولين موفقيت تعداد آزمايش Xصورت برقراري شروط فوق آنگاه در 
~است كه با نماد  ( )X Geometric p به صورت زير بيان  هندسيفرمول توزيع و  .نشان داده مي شود

 .مي شود

( ) , , , ,...xP X x q p x  1 1 2 3  

 هندسياجزاء تشكيل دهنده توزيع 

  x=  آزمايش هاي انجام شده تا رسيدن به اولين موفقيتتعداد 

  p= احتمال موفقيت در هر آزمايش 

  q= حتمال شكست در هر آزمايش ا

  هندسيميانگين و واريانس توزيع 
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( )

( )

x

x

E X
p

q
V X

p





 

 2
2

1

 

p  وq  هستند هندسيپارامترهاي توزيع.  

احتمال باشد، % 75بار شركت ميكند  اگر احتمال قبولي در يك امتحان رانندگي كه شخصي هر : : 12مثال
ميانگين و واريانس متغير مورد نظر  شود ، چند است ؟اينكه اين شخص سرانجام در چهارمين بار قبول 

  .را پيدا كنيد

,:                                                           حل /

( ) / / /x

X p

P X q p 

 

     1 4 1

4 0 75
4 0 25 0 75 0 012

  

( ) /
/

/
( ) /

/

E X
p

q
V X

p

  

  2 2

1 1 1 33
0 75
0 25 0 44
0 75

  

 توزيع دوجمله اي منفي 

 :ويژگيها

  تكرار آزمايش  - 1

  اردهر آزمايشي فقط دو پيامد د - 2

  در هر آزمايش qو  pثابت بودن  - 3

  مستقل بودن آزمايش ها از همديگر - 4

  .امين موفقيت kتعداد آزمايش تارسيدن به : متغير مورد نظر
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دوجمله داراي توزيع  امين موفقيت kتارسيدن به  تعداد آزمايش Xصورت برقراري شروط فوق آنگاه در 
~است كه با نماد  اي منفي ( , )X NB k p به  دوجمله اي منفيفرمول توزيع و  .نشان داده مي شود

 .صورت زير بيان مي شود

( ) , , , ,...k x kx
P X x p q x k k k

k
 

      

1 1 2
1

  

 دوجمله اي منفياجزاء تشكيل دهنده توزيع 

  x=  امين موفقيت kآزمايش هاي انجام شده تا رسيدن بهتعداد 

  p= احتمال موفقيت در هر آزمايش 

  q= مايش احتمال شكست در هر آز

  دوجمله اي منفيميانگين و واريانس توزيع 

( )

( )

x

x

k
E X

p

kq
V X

p





 

 2
2

 

p  وq  هستند دو جمله اي منفيپارامترهاي توزيع.  

  در صورتي كهk  باشد توزيع دوجمله اي منفي همان توزيع هندسي است 1برابر.  

به آن دچار مي % 40د، با احتمال اگر شخصي در معرض ابتلا به يك بيماري مسري قرار داشته باش : 13مثال
امين شخصي باشد كه به آن مبتلا مي شود،  3امين شخص در معرض بيماري  10احتمال اينكه . شود

  .چقدر است
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:                     حل
, , /

( ) / / /

X k p

P X p q 

  

 
        

3 10 3 3 7

10 3 0 40
10 110 36 0 40 0 6 0 064
3 1

  

( ) /
/

/
( ) /

/

k
E X

p

kq
V X

p

  


  2 2

3 7 5
0 40
3 0 6 11 25
0 4

  

امين نفر  5/7ياضي در اين حالت به اين صورت است كه انتطار مي رود به طور متوسط مفهوم اميد ر
  .سومين نفري باشد كه به بيماري مبتلا مي شود

  

  جمله اي چندتوزيع 

 :ويژگيها

  )بار  n( تكرار آزمايش  - 1

  دارد دو پيامد بيش ازهر آزمايشي  - 2

,ثابت بودن  .(احتمال هر پيامد در آزمايش هاي مختلف ثابت است- 3 ,..., kp p p1   )در هر آزمايش2

  مستقل بودن آزمايش ها از همديگر - 4

,تعداد هر يك از پيامد ها :متغيرهاي مورد نظر ,..., kX X X1   .آزمايش انجام شده nدر  2

, صورت برقراري شروط فوق آنگاه تعداددر  ,..., kX X X1 جمله چندزمايش داراي توزيع تكرار آ nدر  2
~اي است كه با نماد  ( , )X Multinomial n p جمله اي به چندفرمول توزيع و  .نشان داده مي شود

 .صورت زير بيان مي شود
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, ,...,
( , ,..., ) ...

...

k

k

n x x x

k k
x x x

k

P X x X x X x k

x x x n

p p p      
 

   

1 2

1 2
1 1 2 2

1 2

1 2  

 چند جمله اياجزاء تشكيل دهنده توزيع 

 n= تعداد آزمايش ها 

, :در هر پيامدتعداد مورد نظر  ,..., kx x x1 2  

,= در هر آزمايش  پيامد هاي مختلف احتمال ,..., kp p p1 2  

 

 

. نوع خوراك مرغ درست مي كند  10نوع خوراك گوشت و 12نوع خوراك ماهي ،  8رستوراني : 14مثال 
  . اگر مشتريان اين رستوران خوراك ها را به تصادف انتخاب كنند

و يك نفر خوراك گوشت و يك نفر خوراك  دونفر ازچهار مشتري بعدي خوراك ماهياحتمال اينكه  )الف
  سفارش دهند چقدر است ؟ مرع را

Xدر صورتي كه :  حل Xرا تعداد افرادي كه خوراك ماهي،  1 Xرا تعداد افرادي كه خوراك گوشت و  2 3 
  : را تعداد افرادي كه خوراك مرغ سفارش مي دهند در نظر بگيريم داريم

                     

, , , , ,

!
( , , ) /

, , ! ! !

X X X p p p

P X X X

     

                             
            

1 2 3 1 2 3

2 1 1 2 1 1

1 2 3

8 12 102 1 1
30 30 30

4 8 12 10 4 8 12 102 1 1 0 21
2 1 1 30 30 30 2 1 1 30 30 30
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 توزيع فوق هندسي 

 ويژگي هاي نوزيع فوق هندسي: 

بدون ادفي نمونه اي تص) موفقيت و شكست ( حالتي را در نظر مي گيريم كه از جامعه اي با دو حالت 
كه  )بودن سالم ( با دو حالت موفقيت  Nفرض مي كنيم از جامعه اي با اندازه .داشته باشيم  جايگذاري
Nكه به تعداد  )معيوب بودن ( و شكست  در جامعه هستند kبه تعداد  k ،داشته  در جامعه هستند

تا از نوع  X: فرض مي كنيم در اين نمونه .نتخاب مي كنيم ا  nاز اين جامعه نمونه اي به اندازه .باشيم 
k  و بقيهn‐X  از نوعN‐k مي باشند. 

تا مورد نظر  kيعني از . تعداد  واحدهايي از نمونه كه داراي ويژگي مورد نظر هستند) : X(متغير مورد نظر
  . انتخاب شده اند

داراي كه داراي ويژگي مورد نظر هستند واحدهاي نمونه تعداد  Xصورت برقراري شروط فوق آنگاه در 
 .به صورت زير بيان مي شود فوق هندسيفرمول توزيع و . است فوق هندسيتوزيع 

( )   ,  , ,...,

k N k

x n x

N

n

P X x x k





  
  
    

 
 
 

0 1  

 فوق هندسياجزاء تشكيل دهنده توزيع 

  x=  واحدهايي از نمونه كه داراي ويژگي مورد نظر هستندتعداد 

  K= .ويژگي مورد نظر هستندتعداد واحد هاي جامعه كه داراي 

  N= تعداد كل جامعه

 n=تعداد كل نمونه

  فوق هندسيميانگين و واريانس توزيع 
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( )

( )( )
( )

( )

x

x

nk
E X

N
nk N k N n

V X
N N





 

 
 


2

2 1

 

  

لامپ به تصادف و  4تاي آن ها سوخته است ،  3لامپ كه  6فرض مي كنيم از جعبه اي شامل : 15مثال
لامپ سوخته وجود داشته باشد  2لامپ ،  4اين  بدون جايگذاري انتخاب مي كنيم احتمال اينكه بين

  چقدر است ؟

,                                                                            :حل 

,

N k N k

n x n x

    
      

6 3 3
4 2 4 2 2  

( ) .p x

  
      

 
 
 

3 6 3
2 4 22 0 66

4

  

 توزيع پواسون 

توزيع دوجمله اي و ديگري براي بررسي  توزيع پواسون در دو حالت استفاده مي شود يكي براي تقريب
  .) t( در واحد زمان  ميانگين مراجعات به سيستم با تعداد

  :توزيع پواسون براي تقريب توزيع دوجمله اي. 1

 ويژگي هاي توزيع پواسون براي تقريب توزيع دوجمله اي: 

 كه يا نماد  ثابت بماند npو در عين حال مقدار  به سمت صفر ميل كند pبه سمت بي نهايت و  nاگر 

np(نشان داده می شود  (مي توان بجاي توزيع دو جمله اي از توزيع پواسون استفاده نمود ،.  

  .آزمايش nتعداد موفقيت ها در : متغير مورد نظر
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و . است پواسونداراي توزيع آزمايش  nموفقيت ها در تعداد  X صورت برقراري شروط فوق آنگاهدر 
  .به صورت زير بيان مي شود پواسونفرمول توزيع 

( ) , , , ,...
!

/

x

P X x x
x

np

e

e




 
  




0 1 2

2 718
بعنوان پارامتر توزيع   

 اميد رياضي و واريانس توزيع پواسون 

 .اريانس آن با هم برابرنداز بين كليه توزيع هاي رايج ، توزيع پواسون تنها توزيعي است كه ميانگين و و

( )

( )

E X

V X







  

ك كند ير شليت 150 يدرصد است اگر و 3رش به خطا برود يت يراندازينكه تياحتمال ا: 16مثال
  .دير را محاسبه كنيك از موارد زيهر 

  .ر به خطا بروديت 3نكه ياحتمال ا) الف

  .ديمحاسبه كن خطا رفته را يرهايانس تعداد تيو وار ياضيد ريام) ب

  .ر به خطا بروديت 3حداقل نكه ياحتمال ا) ج

  : جواب 

/)                                 الف

/ , , / / ,

. ( / )
( ) ( ) /

! !

x

p n np X

e e
P X x P X

x





 

      

     
4 5 3

0 03 150 150 0 03 4 5 3
4 53 0 1687
3

   

54030150  )ب //)()(  npXVXE   
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  وقتي كهx  نسبتاً بزرگ است ، محاسبه احتمال از طريق فرمول كار خسته كننده اي مي شود ، لذا براي
) 2(در اين كتاب اين جدول در پيوست . ل از جدول هاي مخصوصي استفاده مي شودرفع اين مشك

)در اين جدول احتمال . ارائه شده است )
!

xc

x

e
P X c

x





 
0

آورده   cو براي مقادير مختلف  

 .شده است
 از قوانين . دار ارائه شده استهمينطور با توجه به اينكه فقط براي مقادير كوچكتر در جدول مق

  :احتمال استفاده كرده و داريم

( ) ( )P X x P X x   1  

( ) ( )P X x P X x    1 1  

x X+١X-١
٠

  

( ) ( ) ( )P a X b P X b P X a       1  

  

  )ج

/ / /

( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )]

( / ) ( / ) ( / )
( ) / /

! ! !

P X P X P X P X P X

e e e  

          

 
      

4 5 0 4 5 1 4 5 1

3 1 2 1 0 1 2
4 5 4 5 4 51 1 0 174 0 826
0 1 1

  

  ) t( واحد زمان  در ميانگين به سيستم با توزيع پواسون براي تعداد مراجعات -2

 ميانگين به سيستم با تعداد مراجعات ويژگي هاي توزيع پواسون  در واحد زمان )t (: 

   .انجام مي شود مد نظر باشد tدر واحد زمان  ميانگين مراجعه با يبه سيستم تعداد مراجعاتزماني كه 

  .تعداد مراجعه :متغير مورد نظر
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فرمول توزيع و . است پواسونداراي توزيع مراجعات تعداد  Xصورت برقراري شروط فوق آنگاه در 
  .به صورت زير بيان مي شود پواسون

( )

( ) , , , ,...
!

( )
xt

P X x x
x

te
  

   0 1 2  

 .مدت زمان مراجعات tمتوسط تعداد مراجعات در واحد زمان است و  كه در رابطه فوق 

ن يانگيع پواسون با ميتوز يكند دارا يمراجعه م ينيكه به پمپ بنز ييها ليتعداد اتومب: 17مثال
  .دين احتمالات را محاسبه كنيا. باشد يقه ميدق 10ل در هر ياتومب 5/2

  . ل مراجعه كنديك اتومبيش از يقه اول بيدق 10در ) الف

  .ل مراجعه كندياتومب 6 يا مساويل و كمتر ياتومب 3از  شيقه بيدق 20در ) ب

  .مراجعه نكند يليقة اول اتومبيدق 5در ) ج

  : حل

  ) الف

/
/ /

( ) ( ) / /

t
t

P X P X




 
    

  
      

2 5
2 5 1 2 510 1

10
2 1 1 1 0 287 0 713

  

  ) ب

4970265076203663
5252210

20

///)()()(

/





XPXPXP

tt   

 

 10در هر 
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 توابع احتمال پيوسته: فصل هفتم

تن دانشجويان با متغيرهاي تصادفي پيوسته و تعدادي از توابع مهم هدف اصلي اين فصل آشنا ساخ
 .آنهاست

  پيوسته متغيرهاياحتمال 

بخاطر اين كه ميزان احتمال در توابع پيوسته در يك نقطه معين مساوي صفر است ، لذا در اين گونه توابع ، 
 احتمال هميشه در قالب يك فاصله تعيين مي شود 

 تابع چگالي احتمال  

 را بگيرد برابر است با bو  aمقداري بين دو نقطه  xال اين كه متغير تصادفي پيوسته احتم

( ) ( )
b

a
P a X b f X dx    

   .شناخته مي شود كه داراي ويژگي هاي زير است تابع چگالي احتمال تحت عنوان f(x) كه رابطه فوق

) ( ) ,

) ( )

f x x

f x dx




    


1 0

2 1
  

 تهنقش علامت مساوي در احتمالات پيوس 

) ( ) ( )

) ( ) ( ) ( ) ( )

a

a
P X a f x dx

P a X b P a X b P a x b P a X b

  

          
1 0

2
 

  .پس علامت مساوي در اين توزيع ها نقشي ايفاء نمي كند

 

 .به صورت زير باشد xكنيم تابع چگالي احتمال فرض ): 1(مثال 
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,
( )

, .

xke x
f x

OW

 
 


3 0
0

  

  . را تعيين كنيد  k )الف

) ) ب . )p x 0 5 1  

  :حل 
)بنابر ويژگي اول  )f x  همواره بايد بزرگتر از صفر باشد بنابراين براي برقرار اين شرطk    .باشد 0

 :براي برقراري شرط دوم داريم

[ [ ]

( )

]

x x

x

x

ke dx k e dx

k k
k e k

e x
f x

ow

  







 

       

 
  



 3 3
0

3
0

3

1
1 1 0 1 1 3
3 3 3

3 0
0

  

  )ب

  

  

 تابع توزيع متغير تصادفي پيوسته 

ع توزيع تجمعي نيز ناميده مي شود به صورت تابع توزيع متغير تصادفي پيوسته كه گاهي تحت عنوان تاب
  .زير تعريف مي شود

( ) ( ) ( )
x

XF x p X x f t dt


     

)بديهي است كه  )F   )و  0 )F     .است 1

  :بنا به تعريف تابع توزيع داريم 

. .

.. .
( . ) [ ( )]x x xp x e dx e dx e e e e e                 

1 1 13 3 3 3 1 5 1 5 3
0 50 5 0 5

10 5 1 3 3 3 1
3
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
p a X b f x dx P X b P X a F b F a          

) را محاسبه كرده و بر اساس آن احتمال   تابع توزيع، )1( در مثال ): 2(مثال . )p x 0 5 1  را محاسبه كنيد  

. .

( ) ( ) ( ( )

( . ) ( ) ( . ) ( ) ( )

)
x x xt t x xF x f t dt e dt e e e

p x F F e e e e

   



   

        

         

  3 3 3 3
00

3 1 5 1 5 3

13 3 1 1
3

0 5 1 1 0 5 1 1
  

 اميد رياضي متغير تصادفي پيوسته 

 .يعني ضرب متغير تصادفي در تابع چگالي خود و سپس انتگرال گيري به ازاي مقادير ممكن متغير

( ) ( )E X X f X dx



   

 اريانس متغير تصادفي پيوستهو 

رساندن نتيجه و ضرب نتيجه حاصله به تابع چگالي  2يعني كسر متغـير تصادفـي از ميانگين خود ، به توان 
 و انتگرال گيري

( ) ( ( )) ( )X V X x E X f x dx



  2 2 

  :محاسبه مي شود  نيز در محاسبات ، واريانس به صورت زير

( ) ( ( )) ( ) . ( )X

x

E X E X E X x f x dx       2 2 2 2 2 2 2  

: انحراف معيار  : 1ه نكت 2    

): 2ه نكت ) XVar ax b a   2 2  

  

  :داراي تابع چگالي احتمال زير است  Xفرض مي كنيم متغير تصادفي : )3(مثال 
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( ) ,
( )

, .

x x x
f x

OW

     


21 2 3 1 1
2

0
  

 .را محاسبه كنيد  Xميانگين و واريانس 

   :حل 

( ) .( )( )

( ) [

( ) ( ( )) .( )( ) ( )

( )( ) [

]

]

E x x x x dx

x x dx x x

E x E x x x x dx

x x dx x x















   

       

     

          









1
2

1
1 12 3 3 4

1
1

1
2 2 2 2 2 2

1
1 13 4 4 5

1
1

1 2 3
2

1 1 2 3 22 3
2 2 3 4 3

1 22 3
2 3

1 4 1 1 3 4 3 4 672 3
2 9 2 2 5 9 5 9 90

 

    

)                                                    ام  rگشتاور مرتبه  : نكته ) ( )r r rE X x f x dx



   

  

  مستطيلي(تابع چگالي احتمال يكنواخت( 

در  xاحتمال وقوع است اگر  و  داراي تابع چگالي احتمال يكنواخت با پارامترهاي Xمتغير تصادفي 
تعريف مي به صورت زير  يكنواختتابع چگالي  . برابر باشد و فاصله هاي هم اندازه در فاصله 

 . شود

,
( )

, .

x
f x

OW

 
 

    


1

0
 

 ويژگيهاي تابع چگالي احتمال يكنواخت  

)نمودار  - 1 )f x براي           به صورت زير است. 
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٠ α b           x  

)تابع توزيع  - 2 )F X برابر است با: 

( ) ( ) ( )
x

x

x
F x P X x f t dt x

x


  

 




 
       
 



0

1

 

 

داراي ميانگين   - 3 
2

)  واريانس و   )  2

12
 .است  

براي  - 4  0 ،    .را يكنواخت استاندارد گويند x، توزيع  1

  .به صورت زير است xتابع توزيع متغير تصادفي ): 4(مثال 








0

15510
1

x
xf )(  

  : مطلوب است محاسبة 

)() الف 100  xp  

  xاميد رياضي و واريانس ) ب

  :  حل

  
5

0
10
5

10

5

10

0 2
1

2
1110010

1
10
1

10
1100 ])(

x
dxdxdxxp )الف  

در غير اين 
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( ) ( )
( )E x

  
  

5 15 10
2 2

  ب( 

3
25

12
10051512

1
12
1 22  )()()( xv  

  

 

 تابع چگالي احتمال نمايي 

است اگر تابع چگالي احتمال آن به صورت  داراي تابع چگالي احتمال نمايي با پارامتر  Xمتغير تصادفي 
 . زير باشد

,
( )

, .

xe x
f x

OW

  
 


0
0

 

به طور مثال اگر تعداد موفقيت ها يا ورودي ها داراي توزيع پواسون . توزيع نمايي كاربردهاي مهمي دارد
هاي متوالي از توزيع نمايي پيروي  وروديموفقيت ها يا توان نشان داد كه زمان انتظار مابين  ، ميباشد

   .كند مي

 ويژگيهاي توزيع نمايي 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) , ( )

x x

x

F x P X x f t dt e

P X x P X x F x e

E X Var X





 







     

       

  



2

1 1

2 1 1
1 13

 

 

كنند به طور متوسط در هر  هايي كه به يك رستوران بين راهي مراجعه مي تعداد اتومبيل): 5(مثال
  .خواهيم مقادير زير را محاسبه كنيم باشد مي اتومبيل مي 5ساعت 

     irmgn.ir



١٢٥ 

 

  .اتومبيل 2به طور متوسط فاصلة زماني بين مراجعة ) الف

  .متر از ده دقيقه باشدمراجعه متوالي ك 2احتمال اينكه فاصلة زماني بين ) ب

  .دقيقه طول بكشد 3مراجعة متوالي بيش از  2احتمال اينكه ) ج

چون تعداد مراجعات از توزيع پواسون برخوردار است فاصلة زماني بين دو مراجعه از : حل
اتومبيل به رستوران در هر ساعت مراجعه  5توزيع نمايي برخوردار است و چون به طور متوسط 

  .يمكنند پس دار مي

5
115 


 )(xE  

  .كنيم ساعت است ابتدا ده دقيقه را به ساعت تبديل مي 10چون واحد زماني ) ب

16706
1

60
10

/  

  : حال داريم 

5650111116701670 8330167055 /)/()/( /)/(   eeeeFXP xx  

  .آوريم دقيقه را بر حسب ساعت بدست مي 3ابتدا زمان ) ج

05020
1

60
3

/  

77900501050 05055 /)/()/( )/(   eeeFXP xx  

  

  :چند نكته
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) ( )

)

)

)

)

) (

b b b

a a a

b

a

b

a

b r r r r

a

b b

a a

b b

a a

nx m dx n xdx mdx

b
cdx cx cb ca

a

b
xdx x b a

a

b
x dx x b a

ar r r

b
x dx x dx x b a

a

b
dx x dx x b a b

ax

  



  

  

  

  

  
  

   


    
 

  







 

 

2 2 2

1 1 1

1 1 3 31
2 2 2 2

1 1 1 11
2 2 2 2

1

2

1 1 13
2 2 2

1 1 14
1 1 1

1 2 25 1 3 31
2

1 16 2 2 21 1
2

)

)

)

b x x b a

a

b cx x a b

a

a

b
e dx e e e

a

b
e dx e e e

ac c c
   



  

   





7

1 1 18 
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 توزيع نرمال: فصل هشتم

يعني در اين فصل دانشجويان با مهم ترين و كاربردي ترين نوع توزيع از زير مجموعه توزيع هاي پيوسته 
 .آشنا مي شوندتوزيع نرمال 

 تعريف توزيع نرمال 

ي زنگي شكل است كه كاربردهاي وسيعي است چرا كه اولا خيلي از پديده هاي طبيعي توزيع نرمال توزيع
  .داراي اين توزيع هستند و ثانيا شكل حدي بسياري از توزيع هاي ديگر نيز نرمال است

در صورت داشتن تابع چگالي زير داراي توزيع  ،و انحراف معيار  با ميانگين  xمتغير تصادفي پيوسته 
 نرمال است

( )
. ,

( )

,

X x

e x
f x

ow





 
    




21
21

2
0

 

/...و  141593/...ن رابطه يدر ا 71822e نرمال است ينشان دهندة منحن زيرشكل . است.  

  

  

  

  

ع نرمال يدو پارامتر توز م يآن قابل ترس يقاً مشخص و منحنيع دقيها توز آناست كه با مشخص بودن  ,
است  ار يو انحراف مع ن يانگيع نرمال با ميتوز يكه دارا x يتصادف متغير اد آن يل كاربرد زيبدل. است

~),(را با  NX م يخوان ين صورت ميم و به ايده ينشان مx ن يانگيع نرمال با ميتوز يدارا  و
  .است انحراف 

  
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 نقش ميانگين در منحني توزيع نرمال 

در يك توزيع نرمال هر قدر ميانگين افزايش يابد ، باعث مي شود كه منحني آن بيشتر به سمت راست 
  .انتقال يابد

)(ارشان برابر يدهد كه انحراف مع يم نرمال را نشان يدو منحن زيرشكل  21   ـيانگيم يول   ين اول
)(است  ين دوميانگيكوچكتر از م 21     

  

  

  

  

 

 

 نقش انحراف معيار در توزيع نرمال 

  .مي شود) بعبارتي پهن تر(هر قدر انحراف معيار افزايش يابد ، منحني توزيع نرمال كوتاه تر 

)(كسان يشان  نيانگيدهد كه م ينرمال را نشان م يدو منحن زيركل شدر  21   يار دوميانحراف مع يول 
)(است  يار اوليبزرگتر از انحراف مع 21   

  

  

  

1

2  

2

1
X

1

2   =

1
 

2

 X
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 خصوصيات توزيع نرمال 

 .سطح زير منحني هميشه برابر يك است - 1

2 - ( )f x شه بزرگتر يا مساوي صفر استهمي.  

  .مي باشد X  =µحداكثر مقدار تابع در  - 3

 .تابع حول ميانگين ، متقارن است - 4

و  µبه ترتيب  Xميانگين و واريانس  - 5  .مي باشد 2

  .ها ، هيچ گاه به صفر نمي رسد Xمنحني در محور  - 6

  .رندميانگين ، ميانه و مد با هم براب - 7

  : با توجه به انحراف معيارهاي مختلف بشرح ذيل است x احتمال 8-

% 68در صورتي كه به اندازه يك انحراف معيار در طرفين ميانگين جدا كنيم ، سطح حاصله تقريبا برابر  .1
 .سطح خواهد بود 

( ) /p X       1 1 0 68  

سطح كل % 95كنيم ، سطح حاصله تقريبا  انحراف معيار در طرفين ميانگين جدا 2اگر به اندازه ي  - 4 .2
 .مي باشد 

( ) /p X       2 2 0 95 

  

  .خواهد بود % 7/99انحراف معيار جدا كنيم ، سطح حاصله تقريبا  3اگر به اندازه ي   .3
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( ) /p X       3 3 0 997 

  .ش داده شده استينما زيرم در شكل ين مفاهيا

  

 

 

  

  

 توزيع نرمال استاندارد 

اين كه در حالت كلي هر احتمالي را بتوانيم در توزيع نرمال حساب كنيم ، كافي است نرمال را به نرمال براي 
 .كنيماستاندارد تبديل كرده و با استفاده از جدول هاي مربوطه مقدار احتمال را محاسبه 

متغيري باشد  Xگر ا. است 1توزيع نرمال استاندارد، توزيع نرمالي است كه داراي ميانگين صفر و واريانس 
~است يعني  و انحراف معيار  كه داراي توزيع نرمال با ميانگين  ( , )X N    . براي تبديل آن

ت زير عمل است به صور 1، كه داراي توزيع نرمال با ميانگين صفر انحراف معيار Zبه نرمال استاندارد 
  .مي كنيم

 بدست مي آيد  zو تقسيم نتيجه آن بر انحراف معيار ،  xبا كم كردن ميانگين از متغير 

X
z





 

 استفاده از جدول توزيع نرمال استاندارد 

  :بعد از آن كه نرمال استاندارد را تعريف كرديم فورا نتيجه مي گيريم 

9 0/



0/

 3
  

 3
  

 2
  

 2
  

 
  

 
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( ) ( ) ( )
x x

p x X x p X p z Z z
 

 
 

       1 2
1 2 1 2  

)احتمالات  )p z Z z 1 ( را مي توانيم با استفاده از جدول نرمال استاندارد به راحتي محاسبه كنيم  2
  ) .استفاده از جدول 

)يعني . تاعدد بخصوصي مي دهدجدول هاي مورد نظر كتاب مقدار احتمال را از )p Z z 1  

 نكته در مورد روابط احتمالات در متغيرهاي پيوسته چند 

  .يك متغير تصادفي پيوسته باشد Yاگر 

) ( ) ( ) ( ) ( )

) ( ) ( )

) ( ) ( ) ( )

P a Y b P a Y b P a Y b P a Y b

P Y a P Y a

P a Y b P Y b P Y a

          
   
     

1
2 1
3

  

 روش هاي استفاده از جدول توزيع نرمال استاندارد 

  .مشخص است و احتمال آن را بدست مي آوريم Z مقدار: استفاده مستقيم  - 1

            مطلوبست محاسبه: 1مثال 

( / )

( / )

( / / )

p Z

P Z

P Z



 

1 72
1 72

1 3 1 75
        

  : حل

( / ) /

( / ) ( / ) / /

( / / ) ( / ) ( / ) / / /

P Z

P Z P Z

P Z P Z P Z

 
      
        

1 72 0 9573
1 72 1 1 72 1 0 9573 0 0427

1 3 1 75 1 75 1 3 0 9599 0 9032 0 0567
  

مطلوب است احتمال . باشد 59/0 و انحراف معيار 35/4داراي توزيع نرمال با ميانگين  Xفرض كنيم : 2مثال
  آن كه  
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( / )

( / )

( / / )

P X

p X

P X



 

4 35
5 2

2 5 5 5
  

  .باشد  

~طبق اطلاعات مسئله : حل ( / , / )X N 4 35 0 59  

  .براي محاسبه احتمالات فوق ابتدا بايد متغير مورد نظر به نرمال استاندارد تبديل شود

/ /
( / ) ( ) ( / ) /

/
/ /

( / ) ( ) ( / ) ( / ) / /
/

/ / / /
( / / ) ( )

/ /
( / / ) ( / ) ( / ) /

X
P X P p Z

X
P X P P Z P Z

X
P X P

P Z P Z P Z










 
     

 
          

  
    

         

4 35 4 354 35 0 00 0 5
0 59

5 2 4 355 2 1 44 1 1 44 1 0 9251 0 0749
0 59

2 5 4 35 5 5 4 352 5 5 5
0 59 0 59

3 14 1 95 1 95 3 14 0 97 / / 44 0 0008 0 9736
  

استاندارد فني قطر . است 1/0سانتيمتر و انحراف معيار  7قطر يك بلبرينگ متغير نرمال با ميانگين : 3مثال
097916اين كالا عبارتست از  //  X اگر قطر . ريال سود دارد 1250وليد يك بلبرينگ استاندارد و ت

ريال زيان دارد و در صورتيكه قطر  1050باشد غير قابل استفاده است و  91/6بلبرينگ توليدي كمتر از 
توان آنرا به  ريال مي 200اي معادل  باشد با انجام دادن كار اضافي و صرف هزينه 09/7آن بيش از 

  .سود مورد انتظار هر بلبرينگ را حساب كنيد. بديل كردبلبرينگ استاندارد ت

حالت را محاسبه كنيم و  3با توجه به صورت مسأله ما سه حالت داريم كه بايد احتمال هر يك از اين : حل
توانيم بدست آوريم محاسبه كرده و با ضرب كردن  ها سودي را كه مي بعد از آن در هر كدام از حالت

  .آوريم د آن، سود مورد انتظار را بدست مياحتمال هر حالت در سو

631801841059809090

9090
10

7097
10

7916097916

////)/()/(

)//()
/

/

/

/
()//(











ZPZP

ZpZPXP )احتمال حالت اول  
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184109010
7916916 /)/()

/

/
()/( 


 ZPZPXP )احتمال حالت دوم  

/
( / ) ( ) ( / )

/
( / ) / /

P X P Z P Z

P Z


     

     

7 09 77 09 0 9
0 1

1 0 9 1 0 8159 0 1841
  احتمال حالت سوم( 

  

  حالت اول   حالت دوم    حالت سوم    

   10502001250     1050-    1250    سود  

79075789105018410105018410125063180    سود مورد انتظار )/()/()/(/

 .مشخص است و مقدار آن را بدست مي آوريم Z احتمال: استفاده معكوس  - 2

را مشخص و سپس احتمال آن را از جدول پيدا مي كرديم، در  Zدر استفاده مستقيم از توزيع نرمال، ابتدا  
حتمال را در جدول براي مشخص نيست و تنها احتمال آن مشخص است، ا Zاستفاده معكوس، مقدار 

  .متناظر با آن را مشخص مي كنيم Zپيدا كرده و سپس 

  در روش مستقيم براي حل مسائل، ابتدا متغير تصادفيX  را بهZ  تبديل و سپس به جدول مراجعه مي
  .را با استفاده از رابطه زير پيدا مي كنيم Xمقدار  Zكرديم، ولي در روش معكوس، پس از پيدا كردن 

X
Z X Z

  



    

)(/04850كه يرا در صورت zم مقدار يخواه يم:  4مثال   zZP ميرا محاسبه كن.  

آنرا بـا توجـه بـه سـطر و سـتون       zم و سپس مقدار يكن يدا ميرا از جدول پ 0485/0ابتدا عدد :  حل
  : است پس  - 66/1م كه برابر يكن يدا ميمربوط پ

04850661 /)/( ZP  
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باشـد بـه ازاء چـه     يم ـ 3ار يو انحراف مع 12ن يانگيع نرمال با ميتوز يدارا x ير تصادفيمتغ :5ل مثا
)(/85080رابطة  xاز  يمقدار  xXP برقرار است؟  

85080041 يعنيباشد  يم z/041برابر با  8508/0با توجه به جدول احتمال :  حل /)/( ZP  پس
 :  

/ /
X

Z x z x
  




        12 1 04 3 15 12  

ه ي ـثان 110به طور متوسط  يهر داوطلب شركت در آزمون يصدور كارت برا يزمان لازم برا: 6مثال 
  : م ير را محاسبه كنيم موارد زيخواه يم. ع نرمال استيه است كه به صورت توزيثان 35ار يبا انحراف مع

ن زمـان صـدور   يانگي ـر دو طـرف م د يا صادر شده در چه دامنـه  يها درصد از كارت 85كار ) الف
  . رديگ يكارت هر داوطلب قرار م

دهد، حـداقل چقـدر طـول     ين زمان را به خود اختصاص ميشتريكه ب يدرصد از داوطلبان 5كار ) ب
  .كشد يم

  :  حل

  

  

  

  

12دا كردن دو مقدار يهدف ما پ xx ):      بطوريكه .است , ) /P x X x  1 2 0 85  

21 110 XX  
X

Z

21 0 ZZ  
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1508501برابر با  يمساحت يقسمت هاشور نخورده در دو طرف منحنپس  //  ع ي ـدارد كه چون توز
ن متقارن است پس مساحت هـر قسـمت هاشـور نخـورده برابـر      يانگيع نرمال حول ميباشد و توز ينرمال م

07502است با 
150

/
/

 ر يد مقاديحال باz يعنياست  075/0كه احتمال آن م يدا كنيدو طرف پ يرا برا  :  

( ) / ( ) /

( ) ( ) / ( ) /

( / ) / /

( ) / ( ) / ( / ) / /

P X x P Z z

P Z z P Z z P Z z

P Z z

P X x P Z z P Z z

    
        
    

          

2 2

2 2 2

2

1 1 1

0 075 0 075
1 0 075 0 925

1 44 0 925 1 44
0 075 0 075 1 44 0 075 1 44

  

12ر يحال با توجه به مقاد zz 12مقدار  , xx   : م يم پس داريابي يرا م ,

/ ( ) /

/ ( ) /

x
z x z

x
z x z

  

  




      


      

2
2 2 2

1
1 1 1

110 1 44 35 150 4

110 1 44 35 59 6
  

  : پس 

4150659 //  X  

  ) ب

ها در زمان  درصد آن 95دهند پس  يود اختصاص من زمان را به خيشتريدرصد از داوطلبان ب 5چون 
  .است xدا كردن مقدار يشود با توجه به شكل هدف ما پ يكارشان انجام م يعاد

  

  

  

  

X      
٠ 

Z

05
/
0

95
/
0
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575167356451110
9506451950

/)/(

/)/(/)(




xzx

ZPzZP


  

  

درصدي از داوطلبان كه بيشترين زمان را به خود احتصاص مي دهند حداقل  5پس با توجه به نتايج كار 
 .شدثانيه طول مي ك 575/167

 تقريب توزيع دو جمله اي بوسيله توزيع نرمال 

به سـمت   Pبزرگ شود و  يليخ nكه  يوقت يا ع دو جملهيح داده شد كه در توزيدر فصل قبل توض
 nدر توزيع دوجمله اي با ( بنابراين در چنين حالتي خواهد بود  يل كند محاسبة احتمال كار دشواريصفر م

  .استفاده مي شود npپواسون با پارامتر  از تقريب توزيع) كوچك  pبرزگ و 

 يبـرا  يب خـوب ي ـع نرمـال تقر ي ـتوز به صفر يا يك نزديك نباشد pبزرگ باشد و  nكه  يدر صورت
ر ي ـار بـه صـورت ز  ي ـن و انحـراف مع يانگي ـم ين صورت پارامترهايخواهد بود كه در ا يا ع دو جملهيتوز

  : محاسبه خواهد شد 

npqnp    

  بنا به تجربه اگرnp  وnq  يا ع دوجملـه ي ـتوز يبـرا  يب خوبيب نرمال، تقريد تقرنباش 5هر دو بزرگتر از 
  .ز خوب استيكوچك ن يها n يب نرمال برايك باشد تقرينزد 5/0به  pكه  يخواهد بود در موارد

 ل تـوزيعي پيوسـته اسـت مـثلاً در     اي توزيع گسسته است و توزيع نرما دانيد توزيع دوجمله همانطور كه مي
)(، p/40و  10nاي با  توزيع دوجمله 5XP     مقداري مثبت است ولـي در توزيـع نرمـال)( 5XP 

» تصـحيح پيوسـتگي  «ايد از بريم ب ار مياي به ك برابر صفر است بنابراين وقتي تقريب نرمال را براي دوجمله
لازم به ذكر اين نوع تصحيح در تمام مواردي كه يك توزيع گسسته بوسيله يك توزيع پيوسته . استفاده كنيم

  : هاي پيوستگي مختلف آمده شده است  در جدول زير تصحيح. تقريب زده مي شود بايد انجام شود
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  احتمال موردنظر از توزيع نرمال
  گسسته زيع احتمال مورد نظر از تو

  )مثلا دو جمله اي يا پواسون(

5050
50501

50
50501

50
5050

21 //(

)/()/(

)/(

)/()/(

)/(

)//(










xXxP

xXPxXP

xXP

xXPxXP

xXP

xXxP

  

)(

)()(

))

)(

)(

)(

21

1
xxxP

xXPxXP

xXP

xXP

xXP

xXP









  

 

درصد از كل بينندگان تلويزيون وقت خود را به ديدن  70يك شبكه تلويزيوني ادعا مي كند كه : 7مثال
مال آنكه از به فرض درست بودن اين ادعا، احت. برنامه خاصي در شيهاي سه شنبه اختصاص مي دهند

  نفر از آنان برنامه را تماشا كرده باشند، چقدر است؟ 250بيننده، حداقل  400بين 

~ ( , / )

/ , / / /

/
( ) ( / ) ( / )

/

( / ) ( / ) / /

X Binomial

np npq

X
P X P X P P Z

P Z P Z

 




          

          
 

         

400 0 7
400 0 7 280 400 0 7 0 3 84 9 16

249 5 280250 249 5 3 33
9 16

3 33 1 3 33 1 0 0004 0 9996

  

» ب«نمـرة   يان در درس خاص ـيدرصـد از دانشـجو   45افته اسـت كـه   يبه تجربه در ياستاد :8مثال 
ن ي ـا يرا بـرا » ب«د احتمال گـرفتن نمـرة   ن درس را با او گرفته باشنينفر ا 25 يرند اگر در ترم جاريگ يم

  .ديتعداد محاسبه كن

  نفر  10قاً يدق) نفر                 ج 20تا  8ن يب) نفر                ب 10حداقل ) الف

5251145025چون :  حل  //np  751355025و // nq  ب يهستند پس تقر 5بزرگتر از
  : م يباشد حال دار يا ع دوجملهيتوز يبرا يب خوبيتواند تقر ينرمال م

49255045025251145025 /////  npqnp    
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  : م يدار يوستگيح پيبا استفاده از تصح

  الف(

  

7580070170492
2511595910 /)/()/()

/

//
()/()( 


 ZPZPZPXPXP   

  ب(

93450065501511713

713511492
2511520

492
25115752057208

//)/()/(

)//()
/

//

/

//
()//()(











ZPZP

ZPZPXPXP

  ج(

140107030

3070492
2511510

492
2511595105910

/)/()/(

)//()
/

//

/

//
()//()(











ZPZP

ZPZPXPXP  

 تقريب پواسون بوسيله نرمال

مي شود ، مي توان بجاي توزيـع پواسـون   )  λ≤10(وقتي كه ميانگين توزيع پواسون نسبتاً بزرگ 
ع نرمـال برابـر   ي ـار توزي ـن و انحـراف مع يانگي ـن صـورت م ي ـدر ا. از فرمول توزيع نرمـال اسـتفاده كـرد   

    .خواهد بود ,

د از ي ـع نرمـال در هنگـام حـل مسـائل با    ي ـوسته بـودن توز يع پواسون و پيل گسسته بودن توزيبه دل
  .لة نرمال استفاده كرديبه وس يا ب دوجملهيهمانند تقر يوستگيح پيتصح
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 يع پواسون به قسـمت پرداخـت فروشـگاه   يبا توز يمشتر 5/0قه يبه طور متوسط در هر دق: 9مثال 
  .م ساعت مراجعه كنند چقدر استين يدر ط يمشتر 20ش از ينكه بيكند احتمال ا يمراجعه م

  : م يكن يقه محاسبه ميقد 30ها را در  ين تعداد مشتريانگيم: جواب 

t/ب نرمال يلة تقريب پواسون بوسيتقر           
30 30 30 0 5 15 15 10
1

  

8731515 /   

077809222014211421873
1552052020 //)/()/()

/

/
()/()( 


 ZPZPZPXPXP 

 قضية حد مركزي  

12اگر اين قضيه بيانگر اين موضوع است كه  XXX n ,,...,،  n  مستقل باشند بـه شـرط    يتصادف متغير
nXXXY يتصـادف متغيـر  بزرگ باشـد آن گـاه    ية كافبه انداز nنكه يا  ع نرمـال بـا   ي ـتوز يدارا 21...





n

i
XY i

1
  و




n

i
XY i

1

22   خواهد بود كه
ii XX   Xi يتصـادف  متغيـر  انس ي ـن و واريانگيب ميبه ترت 2,

  .هستند

)( يتصادف متغير  10ع مجموع حداقل يتوز 10n ن نكته توجه يد به ايباً نرمال است در ضمن بايتقر
  .داشته باشند يعيتوانند هر توز يها م Xiم كه يكن

خرد وزن هر گوسفند به طور متوسط  ها يكجا مي گوسفند را بدون وزن كردن آن 470كشتارگاهي : 10مثال
تن باشد، چقدر  22گوسفند بيش از  470ن اين است احتمال اينكه وز 4كيلوگرم با انحراف معيار  45

  .است

  .براي حل اين مسئله مي توان از قضيه حد مركزي استفاده كرد: حل 
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