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 هفاّين اٍليِ احتوالات -3

سٛػظ س٤بض٥ذا٘ب٣٘ ٚ د ثبص٤ٟب٢ ؿب٘ؼ٣ وبسثشد ث٥ـشش٢ ٤بفز ٘ظش٤ٝ احشٕبلار دس لشٖ ٞفذٞٓ دس ٔٛس

سٛػظ دا٘ـٕٙذاٖ د٤ٍش٢ ٕٞچٖٛ ا٤ٗ ٘ظش٤ٝ ثؼذٞب  .ٕٞچٖٛ دبػىبَ ٚ فشٔب ٔٛسد ٔغبِؼٝ لشاسٌشفز 

 : دس ر٤ُ ثٝ ٔؼشف٣ ثشخ٣ ٔفب٥ٞٓ ا٥ِٚٝ احشٕبلار دشداخشٝ ٥ٔـٛد . وٌِٕٛٛشٚف سٚػ٣  سٛػؼٝ د٥ذا ٕ٘ٛد

ػ٣ّٕ اػز وٝ ٘ش٥دٝ اؽ سا ٘شٛاٖ ثب سلبدف٣ آصٔب٤ؾ  : Random Experiment)) سلبدف٣  آصٔب٤ؾ

ؿٕبسؽ سؼذاد  ،دشسبة ٤ه سبع . ثٝ ػٙٛاٖ ٕ٘ٛ٘ٝ ثشسػ٣ ثبص ٤ب ثؼشٝ ثٛدٖ و٥ّذ ثشق ،  لبعؼ٥ز د٥ؾ ث٣ٙ٥ وشد

 . ٣ ٥ٔـٛ٘ذمآصٔب٤ؾ ( سّ )سلبدف٣ ... ثٝ ػٙٛاٖ ٤ه آصٔب٤ؾ ٚ دبسچٝ سٛح ٔؼب٤ت ٤ه 

٤ه آصٔب٤ؾ ػجبسر اص ٔدٕٛػٝ سٕبْ ٘شب٤ح ٕٔىٗ ا٢ : فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ (Sample Space)   ا٢ فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ

 . (S)٥ٔجبؿذ آٖ آصٔب٤ؾ 

. اٌش فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ ؿبُٔ  ا٢ ٔؼٕٛلاً ثشحؼت سؼذاد ػٙبكش٢ وٝ داس٘ذ سمؼ٥ٓ ثٙذ٢ ٣ٔ ؿٛ٘ذ فضبٞب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ

ٔب٘ٙذ :  . ٌؼؼشٝ ٣ٔ ٤ٌٛٙذ، آٖ سا  سؼذاد ٔشٙب٣ٞ اص ػٙبكش ٤ب سؼذاد٢ ٘بٔشٙب٣ٞ ٣ِٚ ؿٕبسا اص ػٙبكش ثبؿذ

 . دشسبة ٤ه سبع ، دشسبة ٤ه ػىٝ

. ٔب٘ٙذ ٔؼبفش٣  ٤ٌٛٙذ ، آٖ سا فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ د٥ٛػشٝ ٣ٔ چٙب٘چٝ فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ ؿبُٔ سؼذاد ٘بؿٕبس اص ػٙبكش ثبؿذ

 .  ، ٚ ٤ب ٔذر صٔبٖ لاصْ ثشا٢ ا٘دبْ ٤ه آصٔب٤ؾ ؿ٥ٕ٥ب٣٤ وٝ ٔبؿ٣ٙ٥ دس ٤ه آصٔب٤ؾ ع٣ ٣ٔ وٙذ

n. )سؼذاد د٥ـبٔذٞب  : ٞش ص٤ش ٔدٕٛػٝ اص فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ ٤ه د٥ـبٔذ اػز (Event)د٥ـبٔذ 
2) 

 . ( ٚلش٣ وٝ ٤ى٣ اص ػضٛٞب٤ؾ ٘ش٥دٝ آصٔب٤ؾ ثبؿذ ٚالغ ٣ٔ ؿٛد ٤ه د٥ـبٔذ س٢ٚ ٣ٔ دٞذ )

A:    سا ٘بػبصٌبس ٣ٔ ٌٛئ٥ٓ اٌش داؿشٝ ثبؿ٥ٓ A  ٚ B : دٚ د٥ـبٔذ  د٥ـبٔذٞب٢ ٘بػبصٌبس B  . 
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 (Probability)احتوال  -2

 هفَْم احتوال از ديدگاُ كلاسيك -3-2

خٛا٥ٞٓ ٔحبػجٝ  سا ٣ٔ A، احشٕبَ ٚلٛع د٥ـبٔذ  ٥ٔجبؿذ Sدس ٤ه آصٔب٤ؾ وٝ فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ آٖ 

 A، احشٕبَ ٚلٛع د٥ـبٔذ  ػٙلش ثبؿذ nداسا٢  Aػٙلش داؿشٝ ثبؿذ ٚ د٥ـبٔذ  N. اٌش فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ  ٕ٘بئ٥ٓ

 :  ثشاثش اػز ثب

n(A)
P(A)

n(S)
 

 . ػٙبكش فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ ٞٓ ؿب٘غ ثبؿٙذفضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ ٔشٙب٣ٞ ٚ ا٤ٗ سؼش٤ف صٔب٣٘ لبثُ لجَٛ اػز وٝ 

 هفَْم احتوال تِ عٌَاى فراٍاًي ًسثي -2-2 

احشٕبَ ٚلٛع ٤ه د٥ـبٔذ ثشاثش ٘ؼجز سؼذاد دفؼبس٣ اػز وٝ د٥ـبٔذ دس سىشاس ص٤بد سخ خٛاٞذ داد . 

 خٛا٥ٞٓ داؿز : ٘ـبٖ د٥ٞٓ Anثبس سىشاس آصٔب٤ؾ سا ثب   kدس  Aـبٔذ اٌش سؼذاد دفؼبر ٚلٛع د٥

A

k

n
P(A) lim

k


 

 هفَْم احتوال تا رٍش اصل هَضَعي -1-2

احشٕبَ ٞب ٔمبد٤ش ٤ه سبثغ ٔدٕٛػٝ ا٢ ٞؼشٙذ وٝ ا٤ٗ سبثغ ، ثٝ ص٤ش ٔدٕٛػٝ ٞب٢ ٔخشّف فضب٢ 

ذٞٙذ . ا٤ٗ سبثغ ا٘ذاصٜ احشٕبَ ٘ب٥ٔذٜ ٥ٔـٛد . ا٤ٗ سبثغ ) ا٘ذاصٜ احشٕبَ ( ثب٤ذ ٕ٘ٛ٘ٝ ا٢ اػذاد حم٥م٣ ٘ؼجز ٥ٔ

 سا ثشآٚسدٜ ػبصد .ص٤ش اكَٛ ٔٛضٛػٝ 
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  اصَل هَضَع احتوالات

 : اص ٔفْٟٛ فشاٚا٣٘ ٘ؼج٣ دس احشٕبلار دٚ ٘ش٥دٝ ثغٛس ٔؼشم٥ٓ ػب٤ذ ٣ٔ ؿٛد

 ٤ؼ٣ٙ احشٕبَ ٚلٛع آٖ ثب٤ذ  ثبؿذ 1شاثش فشاٚا٣٘ ٘ؼج٣ چ٥ض٢ وٝ ٔغٕئٗ ٞؼش٥ٓ سخ خٛاٞذ داد ثب٤ذ ث ،

، ٚ د٥ـبٔذ ٔٛسد ٘ظش سا ٚلٛع ؿ٥ش ٤ب خظ  اٌش ػىٝ ا٢ سا ٤ه ثبس دشسبة و٥ٙٓ  . ٔثلاً ثبؿذ 1 ٔؼب٢ٚ

.  ثبؿدذ  1ٔذ ٤ب ثٝ ػجبسر د٤ٍش احشٕبَ ٚلٛع ا٤ٗ د٥ـبٔذ ثب٤دذ  ب، فشاٚا٣٘ ٘ؼج٣ ا٤ٗ د٥ـ دس ٘ظش ث٥ٍش٤ٓ

 . P(S)=1ٝ ا٤ٗ اكُ دس ٚالغ ٔؼبدَ ا٤ٗ اػز و

 ا٤ٗ اكُ دس  احشٕبَ ٞش د٥ـبٔذ٢ ثب٤ذ ٘بٔٙف٣ ثبؿذ ٗ. ثٙبثشا٤ فشاٚا٣٘ ٘ؼج٣ ٞشٌض ٔٙف٣ ٣ٕ٘ ؿٛد .

P(A)  : داس٤ٓ Sفضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ  دس Aٚالغ ٔؼبدَ ا٤ٗ اػز وٝ ثشا٢ ٞش د٥ـبٔذ  0 . 

بك٥ز خٕغ دز٤ش٢ احشٕبلار اكُ د٤ٍش٢ ٞٓ ٚخٛد داسد وٝ ثغٛس غ٥ش ٔؼشم٥ٓ لبثُ ث٥بٖ ٥ٔجبؿذ ٚ آٖ خ

 1ثغٛس ٔٙغم٣ ا٘شظبس داس٤ٓ وٝ احشٕبَ ٔـبٞذٜ ػذد ، . اٌش آصٔب٤ؾ دشسبة ٤ه سبع سا دس ٘ظش ث٥ٍش٤ٓ  اػز

 .ٞؼشٙذ ٔشثٛعٝ ، ثشاثش ٔدٕٛع احشٕبلار  ٤2ب 

 . ٥٘بص٢ ثٝ ثشٞبٖ ٘ذاس٘ذٚ  فمظ ٚلش٣ ثىبس ٣ٔ سٚد وٝ فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ ٌؼؼشٝ ثبؿذ اكَٛ ٔٛضٛػٝ احشٕبلار 

 : ثغٛس خلاكٝ

  1اكُ ٔٛضٛع    :P(S)=1 . 

  2اكُ ٔٛضٛع     :SA;0)A(P . 

  3اكَٛ ٔٛضٛع  :   )A(P)A(P)A(P)AAA(P
321321

 

 ثبؿٙذ . ٞش ٌبٜ د٥ـبٔذٞب دٚ ثٝ دٚ ٘بػبصٌبس
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٥ٔشٛاٖ ٘ـبٖ داد وٝ ٔفْٟٛ احشٕبَ ثب سٚؽ اكُ ٔٛضٛػ٣ ثب ٔفْٟٛ احشٕبَ اص د٤ذٌبٜ ولاػ٥ه ٚ ٔفْٟٛ 

 احشٕبَ اص د٤ذٌبٜ فشاٚا٣٘ ٘ؼج٣ ػبصٌبس اػز .

 سا ؿبُٔ ٥ٔـٛد . Sاػز وٝ سٟٙب ٤ه ػضٛ اص  Sص٤ش ٔدٕٛػٝ ا٢ اص  Aسؼش٤ف : ٤ه د٥ـبٔذ سه ػض٢ٛ 

 د٥ـبٔذ٢ دِخٛاٜ ثبؿذ آٍ٘بٜ : SAفضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ ٚ  Sلض٥ٝ : ٞشٌبٜ 

)A(P)A(P)A(P)A(P
k21

  

وٝ دس آٖ 
1

A 2
Aٚ…   ٚk

A 1  ٥ـبٔذٞب٢ سه ػض٢ٛ ٔشٕب٤ض٘ذ ٚد 2 kA A A A . 

 ثٙبثش ا٤ٗ ثشا٢ ٔحبػجٝ احشٕبَ لض٥ٝ ص٤ش سا خٛا٥ٞٓ داؿز :

 خٛا٥ٞٓ داؿز :، لض٥ٝ : چٙب٘چٝ فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ ٌؼؼشٝ ٚ ػٙبكش فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ ٞٓ ؿب٘غ ثبؿٙذ 

n(A)
P(A)

n(S)
 

 ؟ ، احشٕبَ ثذػز آٚسدٖ حذالُ ٤ه ؿ٥ش چمذس اػز : اٌش ػىٝ ٔشؼبد٣ِ سا دٚثبس دشسبة و٥ٙٓ ٔثبَ

S={HH , HT , TH , TT}    A= {HH , HT , TH} 

1 1 1 3
P(A)

4 4 4 4
    

حشٕبَ ٚلٛع . ا اػز جٔثبَ : دس ٤ه سبع احشٕبَ ٚلٛع ٞش ػذد فشد دٚ ثشاثش احشٕبَ ٚلٛع ٞش ػذد صٚ

 . سا د٥ذا و٥ٙذ 3ػذد٢ ثضسٌشش اص 

S= {1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 }   A= {4 , 5 , 6} 

 . دس ا٤ٗ ٔثبَ ػٙبكش فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ ٞٓ ؿب٘غ ٥٘ؼشٙذ

w2  احشٕبَ ٚلٛع ٞش ػذد فشد = wاحشٕبَ ٚلٛع ٞش ػذد صٚج = 

1
2w w 2w w 2w w 1 w

9
        

1 2 1 4
P(A)

9 9 9 9
    
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 حتوالقاعدُ ّاي ا ترخي -1

، ٥ٔشٛاٖ ثؼ٥بس٢ اص لبػذٜ ٞب٢ د٤ٍش سا وٝ وبسثشدٞب٢ ٣ٕٟٔ  ٔٛضٛع احشٕبَ اكَٛثب اػشفبدٜ اص 

 .  ٌشفز، ٘ش٥دٝ  داس٘ذ

)S  ،P : ثشا٢ ٞش فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ لض٥ٝ ) 0   اػز . 

P(A):   ٍبٜثبؿٙذ آ٘ Sد٥ـبٔذٞب٢ ٔشٕٓ دس فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ ا٢  AٚA : اٌش  لض٥ٝ 1 P(A) . 

Aثبؿٙذ ٚ   Sد٥ـبٔذٞب٣٤ دس فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ ا٢  A  ٚ B : اٌش  لض٥ٝ B  ٜآٍ٘ب  :P(A) P(B) . 

0:  داس٤ٓ A: ثشا٢ ٞش د٥ـبٔذ  لض٥ٝ P(A) 1   . 

   : ثبؿٙذ ، آٍ٘بٜ خٛا٥ٞٓ داؿز Sد٥ـبٔذ دس فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ ا٢ دٚ  A  ٚ B اٌش :  لض٥ٝ

P(A B) P(A) P(B) P(A B)   

 : ، آٍ٘بٜ خٛا٥ٞٓ داؿز ذٙثبؿ Sػٝ د٥ـبٔذ دِخٛاٜ دس فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ ا٢  A  ٚ B ٚC : اٌش  لض٥ٝ

P(A B C) P(A) P(B) P(C) P(A B) P(A C) P(B C) P(A B C)       
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 قَاًيي شوارش -9

ا٥ِٚٗ  . ش٣ٍ داس٘ذخٛاة ثؼ٥بس٢ اص ٔؼبئُ احشٕبَ ثٝ أىبٖ ؿٕشدٖ سؼذاد ػضٛٞب٢ ٔدٕٛػٝ ثؼ

 . شة ٤ب اكُ اػبػ٣ ؿٕبسؽ ٘بْ داسدضلبٖ٘ٛ حبكّ  كحجز خٛا٥ٞٓ وشد آٖسثبسٜ د وٝ سٚؿ٣

 حّٝ ثبؿذ وٝ ٔشحّٝ اَٚ ثشٛا٘ذ ثٝاٌش ػ٣ّٕ ؿبُٔ دٚ ٔش : ( اصل اساسي شوارش قاًَى حاصلضرب ) 

1n ٟب ثٝدْٚ ثشا٢ ٞش ٤ه اص ا٤ٗ ساٞ ا٘دبْ ؿٛد ٚ ٔشحّٜٝ سا 
2n آٍ٘بٜ ػُٕ  ساٜ كٛسر ٥ٌشد ،

1شٛا٘ذ ثٝٔضثٛس ولاً ٥ٔ 2n n ساٜ ا٘دبْ ٥ٌشد . 

، ثغٛس٢ وٝ ٔشحّٝ اَٚ ثشٛا٘ذ ثٝ  ٔشحّٝ ثبؿذ kاٌش ػ٣ّٕ ٔشوت اص  : تعوين اصل اساسي شوارش
1n 

ٚ ثٝ ٥ٕٞٗ سشس٥ت  ،  ساٜ كٛسر ٥ٌشد  2n، ٔشحّٝ دْٚ ثشٛا٘ذ ثٝ ا٤ٗ ساٟٞب ساٜ ا٘دبْ ؿٛد ٚ ثشا٢ ٞش ٤ه اص

1، آٍ٘بٜ وُ ػُٕ ٥ٔشٛا٘ذ ثٝ   عش٤ك ا٘دبْ داد kn اْ آٖ سا ثشٛاٖ ثٝ kٔشحّٝ  2 kn n ... n    ساٜ كٛسر

 . دز٤شد

. ثٙبثشا٤ٗ ثٝ ؿؾ عش٤ك ٣ٔ سٛاٖ  ػٝ ساٜ ٚخٛد داسد Cثٝ ؿٟش  Bاص ؿٟش دٚ ساٜ ٚ  Bثٝ ؿٟش Aٔثبَ : اص ؿٟش 

 . سفز Cثٝ  Aاص 

ؿٕبسٜ ا٢ وٝ ػٝ ؿٕبسٜ اَٚ آٖ اص حشٚف اِفجب٣٤ لاس٥ٗ ٚ چٟبس ؿٕبسٜ آخش آٖ  7چٙذ دلان اسٛٔج٥ُ  :ٔثبَ 

 ؟ ، ٣ٔ سٛاٖ س٥ٟٝ ٕ٘ٛد سـى٥ُ ؿذٜ اػز 9سب  0ػذاد ااص 

26×26×26×10×10×10×10=175,760,000 

 (Permutation)جايگشت   ياترتية  -3-9

 . ػٙلش ٣ٔ ٘بٔٙذ nػٙلش ثب ٘ظٓ ٔؼ٣ٙ٥ سا ٤ه سشس٥ت ٤ب خب٤ٍـز آٖ  nچ٥ذٔبٖ 

؟ ثب اػشفبدٜ اص اكُ اػبػ٣ ؿٕبسؽ ٣ٔ سٛاٖ  أىبٖ دز٤ش اػز c , b , aسشس٥ت ٔشفبٚر اص حشٚف  چٙذ

3ٌفز وٝ  2 1 6   ٛا٥ٞٓ داؿزسشس٥ت )خب٤ٍـز( ٔشفبٚر خ . 
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 : . ثٙبثشا٤ٗ سؼذاد خب٤ٍـز ٞب ثشاثش اػز ثب ػضٛ اػز nحبَ فشم و٥ٙذ وٝ ٔدٕٛػٝ داسا٢ 

n(n-1)(n-2)…×3×2×1=n! 

ػٙلش ٔشٕب٤ض  nسب٣٤ ٞب٢ ٔشسج٣ سا وٝ ٥ٔشٛاٖ ثب ثىبس ثشدٖ  r: سؼذاد  سؼش٤ف r nؼذاد، س ػبخز     

٣ٔr ٘ب٥ٔٓ ٚ ثب ٕ٘بد  rثٝ  rػٙلش  nسب٣٤ ٤ب سشس٥ت ٞب٢  rػٙلش دسٌشٟٚٞب٢  nسشس٥ت ٞب٢ 

nP ٓ٘ـبٖ ٣ٔ د٥ٞ .  

 )ٔحُ ٥ٔجبؿذ rسب٣٤ ٔشست داسا٢   rٞش) 

r

n

(n r)!
P n(n 1) (n r 1) n(n 1) (n r 1)

(n r)!


        


 

r

n

n!
P

(n r)!



 

ىٝ حشف٣ وّٕبر ػٝ حشف٣ ػبخز ث٣ آ٘ F , E , D ,C , B , Aٔثبَ : ثٝ چٙذ عش٤ك ٣ٔ سٛاٖ اص حشٚف 

120سىشاس ؿٛد؟                                  
!3

!6
P3

6
 

36  :  چٙب٘چٝ سىشاس ٔدبص ثبؿذ 6 6 6 216   . . 

ْ  ٢2n آٟ٘ب اص ٘ٛع اَٚ ، سب 1nػٙلش وٝ n: سؼذاد خب٤ٍـز ٞب٢  لض٥ٝ سدب٢   kn ...ٚ، . سب٢ آٟ٘ب اص ٘دٛع دٚ

1، ثٍٛ٘ٝ ا٢ وٝ  اْ اػز kآٟ٘ب اص ٘ٛع  2 kn n ... n n      ،ثشاثش اػز ثب : 

k

1 2 k
i

i 1

n! n!

n !n ! n !
n !






 

 

 ؟ ٥ٔشٛاٖ ػبخزٔخشّف ٔثبَ : ثب حشٚف وّٕٝ احشٕبلار چٙذ خب٤ٍـز 

n1=3 n2=1 n3=2 n4=1 n5=1  n1+n2+n3+n4+n5=8 

8!
8 7 5 4 3 3360

3!2!
      
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  (Combination)تركية   -2-9

. دس ٚالغ سشو٥ت ٔف٣ٟٔٛ ٘ظ٥ش  ، ٔؼئّٝ سشو٥ت ثٛخٛد ٣ٔ آ٤ذ ٚلش٣ وٝ سشس٥ت ػٙبكش ٔغشح ٘جبؿذ

 .  ص٤ش ٔدٕٛػٝ سا داسد

 : ، ثشاثش اػز ثب ػٙلش ٔشٕب٤ض nػٙلش ٔٙشخت اص ٔدٕٛػٝ ا٢ ثب  r : سؼذاد سشو٥ت ٞب٢ لض٥ٝ

n n!

r r!(n r)!

 
 

 
 

ٔمذاس 
n

r

 
 
 

 سا غبِجبً ضش٤ت دٚ خّٕٝ ا٢ ٣ٔ ٘بٔٙذ. ص٤شا دس لض٥ٝ دٚ خّٕٝ ا٢ ٘مؾ ضش٤ت سا داسد . 

لض٥ٝ دٚخّٕٝ ا٢ :                                                         
n

n r n r

r 0

n
(x y) x y

r





 
   

 
 

 

 ٔشد ٥ٔشٛاٖ 3صٖ ٚ  ٢2 ٔشـىُ اص ػضٛ 5ٔشد چٙذ ؿٛسا٢ ٔخشّف  7ٖ ٚ ص 5ٔثبَ : اص ٤ه ٌشٜٚ ٔشـىُ اص 

 ؟ ا٘شخبة ٕ٘ٛد
5 7

350
2 3

  
  

  
 . 

 ؟ آٍ٘بٜ چٙذ ؿٛسا ٣ٔ سٛاٖ ا٘شخبة ٕ٘ٛد ، اٌش دٚ ٘فش اص ٔشدٞب ٘خٛاٞٙذ ثب ٞٓ دس ؿٛسا ا٘شخبة ؿٛ٘ذ

 سؼذاد ٌشٟٚٞب٢ ػٝ ٘فش٢ ٔشدٞب ثذٖٚ آٖ دٚ ٔشد= سؼذاد ٌشٟٚٞب٢ ػٝ ٘فشٜ ٔشداٖ +

 دٚ ٔشد ٖػٝ ٘فش٢ ٔشدٞب ثب حضٛس ٤ى٣ اص آ ؼذاد ٌشٟٚٞب٢س

2 5 2 5
30

0 3 1 2

     
       
     

 

5
30 300

2

 
 

 
 ٘فشٜ 5= سؼذاد وُ حبلار ٕٔىٗ ا٘شخبة ؿٛسا٢  
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ا٢ ٌشٜٚ ٔشفبٚر وٝ ٞشوذاْ ثٝ سشس٥ت داس rػٙلش ثٝ  nلض٥ٝ : سؼذاد ساٟٞب٢ ٕٔىٗ ثشا٢ سمؼ٥ٓ 

r 2 1n ,...,n ,n  ثلٛسر ص٤ش خٛاٞذ ثٛد :، ػضٛ ثبؿٙذ 

r

i

i 11 2 r 1 2 r

n n!
, n n

n ,n ,...,n n !n !...n ! 

 
  

 
 

 

    اثجبر :
1

n

n

 
  
 

 1سؼذاد ساٟٞب٢ ا٘شخبة ثشا٢ ٌشٜٚ 

1

2

n n

n

 
  
 

 2سؼذاد ساٟٞب٢ ا٘شخبة ثشا٢ ٌشٜٚ 

1 2 r 1

r

n n n n

n

    
  
 

 rٌشٜٚ سؼذاد ساٟٞب٢ ا٘شخبة ثشا٢  

1 1 2 r 1

1 2 r 1 2 r

n n n n n nn n!
...

n n n n !n !...n !

        
     
    

 سؼذاد حبلار ٕٔىٗ

 ٔثبَ: ثٝ چٙذ عش٤ك ٣ٔ سٛاٖ ٞفز ٘فش سا دس ٤ه اسبق ػٝ سخشٝ ٚ دٚ اسبق دٚ سخشٝ ٞش٣ّ خب٢ داد؟

1 2 3

7 7!
n 7 n 3 n 2 n 2 210

3,2,2 3!2!2!

 
      

 
 

 

ٚخٛد ،ؿذٜ ا٘ذ ٔـخق 13سب  1ٞب٢  سً٘ ٔخشّف وٝ ٞش سً٘ ثب ؿٕبسٜ 4وبسر اص  52ٔثبَ : فشم و٥ٙذ 

٘فش وبسر ؿٕبسٜ ٤ه سا  4و٥ٙٓ. احشٕبَ ا٤ٙىٝ ٞش٤ه اص  ٘فش سمؼ٥ٓ ٣ٔ 4ا٤ٗ وبسسٟب سا ثٝ سلبدف ث٥ٗ  . داسد

 ؟ دس٤بفز ٕ٘ب٤ٙذ چمذس اػز
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:                ساٜ حُ( وُ سؼذاد حبلار ٕٔىٗ ثشاثش اػز ثب
52

13,13,13,13

 
 
 

 . 

 48بسر ؿٕبسٜ ٤ه سا داؿشٝ ثبؿذ اثشذا ا٤ٗ وبسر سا وٙبس ٌزاؿشٝ ٚ ثشا٢ ٔحبػجٝ احشٕبَ ا٤ٙىٝ ٞش ٘فش و

و٥ٙٓ وٝ ثٝ سؼذاد  وبسر ثبل٥ٕب٘ذٜ سا ث٥ٗ چٟبس ٘فش سٛص٤غ ٣ٔ
48

12,12,12,12

 
 
 

.  دز٤ش اػز حبِز أىبٖ 

بَ د٥ـبٔذ وبسر ثبل٥ٕب٘ذٜ سا ث٥ٗ افشاد سٛص٤غ ٕ٘ٛد ٚ دس ٘ش٥دٝ احشٕ 4سٛاٖ  ف ٣ّٔحبِز ٔخش !4حبَ ثٝ سؼذاد 

 : اػز ثباثش ٔشثٛعٝ ثش

48
4!

12,12,12,12 39 26 13
0.105

52 51 50 49

13,13,13,13

 
 

    
  

 
 

 

 احتوال شرطي -5

احشٕبَ سخ دادٖ  ثبؿذ ،سخ دادٜ A د٥ـبٔذ چٙب٘چٝ دس ثؼض٣ اص ٔٛاسد ثٝ ٔب ٌفشٝ ٣ٔ ؿٛد وٝ 

ثٝ ػٙٛاٖ  Aدس ا٤ٗ كٛسر د٥ـبٔذ  ، ثبؿذ سخ دادٜ لجلاً A  د٥ـبٔذ چٙب٘چٝ چمذس اػز ؟ Bد٥ـبٔذ د٤ٍش 

x٘ٝ اػز ص٤شا ٣ٔ دا٥٘ٓ وٝ ٞش فضب٢ ٕ٘ٛ A  ٝسخ ٘ذادٜ اػز. ثٙبثشا٤ٗ ٔٙغم٣ اػز وٝ احشٕبَ ا٤ٙىB  ٥٘ض

 اػز.  Aثٝ فشم ٚلٛع   A  ٚBسخ دادٜ ثبؿذ ، دسكذ ٘ؼج٣ ٚلٛع سٛأْ 

 ٔشوض ػش٤ٚغ ٔدبص سا ٔغبِؼٝ وشدٜ اػز. ٘شب٤ح دس خذَٚ ص٤ش 50ٔثبَ: ٤ه ػبصٔبٖ ٚضؼ٥ز ػش٤ٚغ د٣ٞ 

اٌش فشد٢ ٤ى٣ اص ٔشاوض٢ سا ا٘شخبة وٙذ وٝ دٜ ػبَ ٤ب ث٥ـشش ػبثمٝ ؿغ٣ّ داؿشٝ ثبؿذ،  خلاكٝ ؿذٜ اػز .

 احشٕبَ ا٤ٙىٝ ٔشوض ا٘شخبة ؿذٜ اص ٔشاوض ٔدبص خٛة ثبؿذ چمذس اػز ؟

 خٛة ضؼ٥ف

4 16 

20 10 
 ػبثمٝ دٜ ػبَ ٤ب ث٥ـشش

ػبَ ػبَ ػبثمٝ وٕشش اص دٜ         
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 Aا٘شخبة ٔشوض٢ ثب ػبثمٝ دٜ ػبَ ٤ب ث٥ـشش : 

 Bوض خٛة :ا٘شخبة ٔش

 دس ا٤ٗ حبِز فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ وٛچىشش٢ ؿبُٔ ػغش اَٚ خذَٚ خٛا٥ٞٓ داؿز :

16
P(B | A) 0.8

20

n(A B)

n(A B) P(A B)n(S)
P(B | A)

n(A)n(A) P(A)

n(S)

 

  

 

P(A)ثبؿٙذ ٚ  Sدٚ د٥ـبٔذ دِخٛاٜ دس فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ   A  ٚBاٌش  سؼش٤ف : 0 احشٕبَ ؿشع٣ ،B  ٝث

 :  ثشاثش اػز ثب Aؿشط 

P(A B)
P(B | A)

P(A)
 

A(P(0ثبؿٙذ، ٚ  Sدٚ د٥ـبٔذ دِخٛاٜ دس فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ  A ٚB٘ش٥دٝ :  اٌش   : ٜآٍ٘ب ، 

)A|B(P.)A(P)BA(P  

: احشٕبَ ا٤ٙىٝ ٤ى٣ اص ٔشاوض ػش٤ٚغ د٣ٞ وٝ وٕشش اص دٜ ػبَ اؿشغبَ داسد ػش٤ٚغ خٛث٣ اسائٝ دٞذ  ٔثبَ

 ؟       چمذس اػز

Aا٘شخبة ٔشوض٢ ثب ػبثمٝ وٕشش اص دٜ ػبَ  : 

P(A B)
P(B | A)

P(A)
 

10 10 20 0.2 1
P(A B) 0.2 P(A) 0.6 P(B | A)

50 50 0.6 3


      
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سٛح ػ٥بٜ اػز . دٚ سٛح ثٝ سلبدف ٚ ثذٖٚ خب٤ٍزاس٢  8ح ػف٥ذ ٚ سٛ 4ٔثبَ: اص و٥ؼٝ ا٢ وٝ داسا٢ 

 : ا٘شخبة ٣ٔ و٥ٙٓ. ٔغّٛثؼز

 . ة( احشٕبَ ا٤ٙىٝ سٛح دْٚ ػف٥ذ ثبؿذ . اِف( احشٕبَ ا٤ٙىٝ ٞشدٚ سٛح ػف٥ذ ثبؿٙذ 

 A:  سٛح اَٚ ػف٥ذ         B:  سٛة دْٚ ػف٥ذ             C:  ٞش دٚ سٛح ػف٥ذ

4          اِف( 3 1
C A B P(C) P(A B) P(A).P(B | A)

12 11 11
      

         ة(

B (A B) (A B) , (A B) (A B)

P(B) P(A B) P(A B) P(A).P(B | A) P(A).P(B | A)

1 8 4 1
( )

11 12 11 3

  

   

   

 

 :ا٢ وٝ  ثبؿٙذ ثٍٛ٘ٝ Sػٝ د٥ـبٔذ دِخٛاٜ دس فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ  A  ٚB  ٚCلض٥ٝ: اٌش 

P(A) 0,P(A B) 0   ،ٜآٍ٘ب    : 

       P(A B C) P(A).P(B| A).P(C A B) 

 : ثبؿذ لض٥ٝ فٛق ثلٛسر ص٤ش لبثُ سؼ٥ٕٓ ٣ٔ

1 2 n 1 2 1 3 1 2 n 1 n 1P(E E E ) P(E ).P(E E ).P(E E E ). .P(E E E ) 

 پيشاهدّاي هستقل -6

اٌش سخ دادٖ ٤ب سخ ٘ذادٖ ٞش٤ه اص آٟ٘ب دس احشٕبَ سخ دادٖ ، سا ٔؼشمُ ٤ٌٛٙذ  A  ٚBدٚ د٥ـبٔذ 

P(B:  . ٤ؼ٣ٙ ث٥ش٢ ٘ذاؿشٝ ثبؿذأد٤ٍش٢ س A) P(B)   ٚP(A B) P(A) . 

P(A                                    ثٙبثش ا٤ٗ : B) P(A).P(B A) P(A).P(B)  

P(A           : ا٘ذ اٌش ٚ فمظ اٌش ٔؼشمُ A  ٚBدٚ د٥ـبٔذ سؼش٤ف :  B) P(A).P(B) .  

 . ا٘ذ ٤ٌٛٙذ ٚاثؼشٝ اٌش دٚ د٥ـبٔذ ٔؼشمُ ٘جبؿٙذ ٣ٔ
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ٚ  A  ٚBد وٝ ٘شب٤ح ٕٔىٗ ٞٓ ؿب٘غ ثبؿٙذ. د٥ـبٔذٞب٢ ؿٛ ؿٛد ٚ فشم ٣ٔ ا٢ ػٝ ثبس دشسبة ٣ٔ ٔثبَ : ػىٝ

C ؿٛ٘ذ ثلٛسر ص٤ش سؼش٤ف ٣ٔ  : 

   :Bدشسبة ػْٛ  دس سخ دادٖ خظ     :Aسخ دادٖ ؿ٥ش دس ٞش ٤ه اص دٚ دشسبة اَٚ

  :Cسخ دادٖ دل٥مبً دٚ خظ دس ػٝ دشسبة 

                        . ا٘ذ ٚاثؼشٝ B  ٚCة( ٘ـبٖ د٥ٞذ وٝ   . ا٘ذ ٔؼشمُ A  ٚBاِف( ٘ـبٖ د٥ٞذوٝ 

 A {HHH,HHT} B {HHT,HTT,THT,TTT} C {HTT,THT,TTH}   

2                  اِف( 4 1
P(A) P(B) P(A B) P(A).P(B)

8 8 8
    

P(B ة(  C) P(B).P(C)             4 3 2
P(B) P(C) P(B C)

8 8 8
   

 . ا٘ذ ٔؼشمُ ٥٘ض A   ٚBٔؼشمُ ثبؿٙذ آٍ٘بٜ دٚ د٥ـبٔذ  A  ٚBلض٥ٝ: اٌش دٚ د٥ـبٔذ 

A)               : اثجبر B) (A B)   ٚA (A B) (A B) 

P(A) P(A B) P(A B) P(A).P(B) P(A B)    

P(A B) P(A)(1 P(B)) P(A).P(B)    

 k.. ٤ب … 3 ، 2ؿششان ٞش ا٘ذ اٌش ٚ فمظ اٌش احشٕبَ ا  ٔؼشمُ 1A، 2A  ٚ ... ،kA سؼش٤ف :  د٥ـبٔذٞب٢ 

 . ؿبٖ ثبؿذ سب اص ا٤ٗ د٥ـبٔذٞب ٔؼب٢ٚ حبكضشة احشٕبِٟب٢ ٔشٙبظش

 :  لاصْ اػز وٝ A  ٚB  ٚCثٝ ػٙٛاٖ  ٔثبَ ثشا٢ اػشملاَ ػٝ د٥ـبٔذ 

 P(A B) P(A).P(B) 

 P(B C) P(B).P(C) 

 P(A C) P(A).P(C) 

 P(A B C) P(A).(B).P(C)  

 . ثذٚ ٔؼشمُ ثبؿٙذ ثذٖٚ آ٘ىٝ ولاً ٔؼشمُ ثبؿٙذ سٛا٘ٙذ دٚ وٝ ػٝ ٤ب چٙذ د٥ـبٔذ ٣ٔ لبثُ روش اػز
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 استقلال پيشاهدّاي هشرٍط -3-6

 ب٥ٞٓ ٟٔٓ دس ٘ظش٤ٝ احشٕبَ ، اػشملاَ د٥ـبٔذٞب٢ ٔـشٚط اػز . ف٤ى٣ اص ٔ

د٥ـبٔذٞب٢  سؼش٤ف :
1A  ٚ

2A ثٝ ؿشط د٥ـبٔذ B  ٔؼشمُ ٞؼشٙذ اٌش دس كٛسر ٚلٛع د٥ـبٔذB  َاحشٕب

ؿشع٣ ا٤ٙىٝ ، 
1A  اسفبق افشذ ثب اعلاع اص ٚلٛع ٤ب ػذْ ٚلٛع

2A سغ٥٥ش ٥٘بثذ . ثٝ ػجبسر د٤ٍش
1A  ٚ

2A ثـشطB : ٜٔؼشمُ ٞؼشٙذ ٞشٌب 

1 2 1 2 1 2P(A | A B) P(A | B) P(A | A B) P(A | B)  

 ٤ٚب ثٝ عٛس ٔؼبدَ ٣ٔ سٛاٖ ٘ٛؿز :

1 2
1 2 1 1

2

P(A A B)
P(A | A B) P(A | B) P(A | B)

P(A B)
   

1 2
1 1 2 1 2

2

P(A A | B).P(B)
P(A | B) P(A A | B) P(A | B).P(A | B)

P(A | B).P(B)
   

ثٙبثشا٤ٗ  
1

A  ٚ
2

A  ثٝ ؿشطB : ٓٔؼشمُ ٞؼشٙذ ٞش ٌبٜ داؿشٝ ثبؿ٥ 

1 2 1 2P(A A | B) P(A | B).P(A | B) 
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 قضيِ تيس  -7

٘چٝ دس ٔشاحُ ٥ٔب٣٘ سخ آصٔب٤ؾ ثٝ آآٟ٘ب ٘ش٥دٝ ٟ٘ب٣٤ ٤ه  دس ٚخٛد داسد وٝ ٔؼبئُ ص٤بد٢

 .  دٞٙذ ثؼش٣ٍ داسد ٣ٔ

ا٢ دس دػز داس٤ٓ وٝ ػجبسر اص ػبخشٗ ٤ه ػبخشٕبٖ اػز وٝ ٕٔىٗ اػز ثٝ ػّز ثذ٢ ٞٛا ثٝ  ٔثبَ : دشٚطٜ

ٝ اٌش ٞٛا ٔٙبػت ثبؿذ وبس % ثبؿذ. احشٕبَ ا٤ٙى60. فشم و٥ٙذ وٝ احشٕبَ ٘بٔٙبػت ثٛدٖ ٞٛا  خ٥ش ث٥بفشذأس

. حبَ  % ثبؿذ35% ٚ احشٕبَ ا٤ٙىٝ اٌش ٞٛا ٘بٔٙبػت ثبؿذ وبس ثٕٛلغ ا٘دبْ ؿٛد 85ثٝ ٔٛلغ ا٘دبْ ؿٛد 

 . احشٕبَ ا٤ٙىٝ وبس ثٕٛلغ ا٘دبْ ؿٛد سا ثذػز آٚس٤ذ

  :Aد٥ـبٔذ سى٥ُٕ ثٕٛلغ وبس    :B  د٥ـبٔذ ٘بٔٙبػت ثٛدٖ ٞٛا

P(A B) 0.85    P(A B) 0.35   P(B) 0.60   

  A (A B) (A B)   ٚ (A B) (A B)   

P(A) P(A B) P(A B)  P(B).P(A B) P(B).P(A B)   

0.60 0.35 0.40 0.85 0.55       
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 : تيس قضيِ 

اٌش د٥ـبٔذٞب٢ 
1B ، 

2B .. ،، . kB ٢ اص فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ صاشافS ثبؿٙذ ٤ؼ٣ٙ : 

1 2 k i jB B B S , i j: B B     

iٕٚٞچ٥ٙٗ ثٝ اصا٢ ٞش   1.2....,k ٓداؿشٝ ثبؿ٥  :
iP(B ) 0 : ٜآٍ٘ب 

 : داس٤ٓ Sدس  A ثشا٢ ٞش د٥ـبٔذ ) قاعدُ احتوال كل ( اِف (

k

i i

i 1

P(A) P(B ).P(A B )


  

P(A)ثٝ ٌٛ٘ٝ ا٢ وٝ  Sدس  Aثشا٢ ٞش د٥ـبٔذ  ) قاعدُ تيس (ة (  0 خٛا٥ٞٓ داؿز : ، ثبؿذ 

j j

j k

i i

i 1

P(B ).P(A | B )
P(B | A)

P(B ).P(A | B )





         ;  j=1,2,…,k 

 اثجبر :

1 2 kA (A B ) (A B ) ... (A B ) 

i j(A B ) (A B )   : i j  

1 2 kP(A) P(A B ) P(A B ) ... P(A B )    

1 1 2 2 k kP(A) P(B ).P(A | B ) P(B ).P(A | B ) ... P(B ).P(A | B )    

k

i i

i 1

P(A) P(B ).P(A | B )


 

j

j

P(A B )
P(B | A)

P(A)
  

j j jP(A B ) P(B ).P(A | B )  

j j

j k

i i

i 1

P(B ).P(A | B )
P(B | A) , j 1,2, ,k

P(B ).P(A | B )


  


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 : سٛاٖ ٌفز ثب اػشفبدٜ اص ٕ٘ٛداس دسخش٣ ٣ٔ

  احشٕبَ ا٤ٙىٝ ثٝ د٥ـبٔذA  ٓثشاثش ٔدٕٛع احشٕبلار سٕبْ ساٟٞب اػزثشػ٥ . 

  ٝاحشٕبَ ا٤ٙىٝ اص ساٜ ؿبخj  اْ ثٝ د٥ـبٔذA  ثشػ٥ٓ ، ثٝ ؿشط آ٘ىٝ اص ساٜ ٤ى٣ اصk  ٝؿبخٝ ٕ٘ٛداس ث

A  ٝسػ٥ذٜ ثبؿ٥ٓ ، ثشاثش ٘ؼجز احشٕبَ ٔشثٛط ثj  ْا٥ٔٗ ؿبخٝ ثٝ ٔدٕٛع احشٕبِٟب٢ ٔشثٛط ثٝ سٕبk 

 ؿبخٝ اػز . 

 

 

 

 

 

 

 

                   )B(P 1           1B              )BA(P 1         

 A  
)BA(P).B(P 11 

        

                                                    
                                                                                   

       

 A 
                                               

                      )B(P 2        2B                )BA(P 2  

                                                       

                  )B(P j                                                

                                         jB              )BA(P j            

 A 
  )BA(P).B(P jj    

                                                          

                                  

                                                                                      

                                                                                      

 A 
   )BA(P).B(P kk  

                                     kB                   )BA(P k                           

                                                                      

 

 

                                                            

)B(P k  

)BA(P).B(P 22  
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 2% ، اص آطا٘غ 60ثٝ ٥ٔضاٖ  1شوز اص ػٝ آطا٘غ ، اسٛٔج٥ُ وشا٤ٝ ٣ٔ وٙٙذ : اص آطا٘غ ٔثبَ : اػضب٢ ٤ه ؿ

% اص اسٛٔج٥ُ ٞب٢ 20% اص اسٛٔج٥ُ ٞب٢ آطا٘غ ٤ه ، 9% . اٌش 10ثٝ ٥ٔضاٖ  3% ٚ اص آطا٘غ 30ثٝ ٥ٔضاٖ 

اسٛٔج٥ُ % اص اسٛٔج٥ُ ٞب٢ آطا٘غ ػٝ دس ح٥ٗ وبس دچبس خشاث٣ ٌشد٘ذ ، احشٕبَ ا٤ٙىٝ ٤ه 6آطا٘غ دٚ ٚ 

 وشا٤ٝ ا٢ وٝ ثٝ ؿشوز سح٤ُٛ ؿذٜ اػز دچبس خشاث٣ ٌشدد چمذس اػز ؟

i = 1,2,3  د٥ـبٔذ وشا٤ٝ اسٛٔج٥ُ اص آطا٘غ ،i  :iB   : د٥ـبٔذ خشاث٣ اسٛٔج٥ُ سح٣ّ٤ٛA 

P( 1B ) = 0.60       P( 2B ) = 0.30      P( 3B ) = 0.10 

P(A| 1B ) = 0.09       P(A| 2B ) = 0.20      P(A| 3B ) = 0.06 

P(A) = P( 1B ).P(A| 1B )+ P( 2B ).P(A| 2B )+ P( 3B ).P(A| 3B ) 

= 0.60×0.09+0.30×0.20+0.10×0.06 = 0.12 

ثب ٔشاخؼٝ ثٝ ٔثبَ لجُ اٌش اسٛٔج٥ُ وشا٤ٝ ا٢ وٝ ثٝ ؿشوز سح٤ُٛ ؿذٜ اػز ، دچبس خشاث٣ ؿذٜ ثبؿذ احشٕبَ 

 ا٤ٙىٝ ا٤ٗ اسٛٔج٥ُ ٔشؼّك ثٝ آطا٘غ دٚ ثبؿذ چمذس اػز ؟

2 2
2

1 1 2 2 3 3

P(B ).P(A | B )
P(B | A)

P(B ).P(A | B ) P(B ).P(A | B ) P(B ).P(A | B )


 
 

0.30 0.20 0.06
0.50

0.60 0.09 0.30 0.20 0.10 0.06 0.12


  

    
 

 

ٚ عشفؾ لشٔض ، د٤ٍش٢ ٞش دٚ عشفؾ ٔثبَ : فشم و٥ٙذ وٝ ػٝ وبسر ٤ىؼبٖ داس٤ٓ وٝ ٤ى٣ اص آٟ٘ب ٞش د

. ػٝ وبسر سا ٔخّٛط ٕ٘ٛدٜ ٚ ٤ى٣ اص آٟ٘ب  ػ٥بٜ ٚ وبسر ػْٛ ٤ه عشفؾ لشٔض ٚ عشف د٤ٍش آٖ ػ٥بٜ اػز

سا ثٝ سلبدف ا٘شخبة ٕ٘ٛدٜ ٚ س٢ٚ ص٥ٔٗ لشاس ٣ٔ د٥ٞٓ . اٌش عشف ثبلا٢ وبسر ا٘شخبة ؿذٜ لشٔض ثبؿذ 

 بؿذ چمذس اػز ؟احشٕبَ ا٤ٙىٝ عشف لشاس ٌشفشٝ س٢ٚ ص٥ٔٗ ػ٥بٜ ث
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    BBوبسر ا٘شخبث٣ ٞش دٚ عشف ػ٥بٜ :   RB ٣ ٤ه عشف لشٔض ٚ عشف د٤ٍش ػ٥بٜ :وبسر ا٘شخبث

 Rد٥ـبٔذ ا٤ٙىٝ عشف ثبلا٢ وبسر ا٘شخبث٣ لشٔض ثبؿذ :     RRوبسر ا٘شخبة ؿذٜ ٞش دٚ عشف لشٔض :  

P(RB).P(R | RB)
P(RB| R)

P(RR).P(R | RR) P(RB).P(R | RB) P(BB).P(R | BB)


 
 

1 1
13 2P(RB| R)

1 1 1 1 3
1 0

3 3 2 3


 

    

 

 

ٛاد٥ٕب٣٤ دس آػٕبٖ ٔفمٛد ؿذٜ ٚ ٥ٔذا٥٘ٓ وٝ ثب احشٕبَ ٤ىؼبٖ دس ٤ى٣ اص ٔٙبعك ػٝ ٌب٘ٝ ٔثبَ : فشم و٥ٙذ ٞ

ػمٛط وشدٜ  i  ،(i=1,2,3)ٔٛخٛد ػمٛط وشدٜ اػز . ػلاٜٚ ثش ا٤ٗ فشم و٥ٙذ وٝ اٌش ٞٛاد٥ٕب دس ٔٙغمٝ 

اٌش ثذا٥٘ٓ وٝ خؼشد٢ٛ ٔٙغمٝ د٥ذا خٛاٞذ ؿذ . حبَ  1ثبؿذ دس كٛسر خؼشد٢ٛ آٖ ٔٙغمٝ ثب احشٕبَ 

 ٔٛفم٥ز آ٥ٔض ٘جٛدٜ اػز ، احشٕبَ ػمٛط ٞٛاد٥ٕب دس ٞش ٤ه اص ٔٙبعك سا ثذػز آٚس٤ذ . ٤ه

 E:  ٤ه د٥ـبٔذ ٘بٔٛفك ثٛدٖ خؼشد٢ٛ ٔٙغمٝ 

      i=1,2,3  ٝد٥ـبٔذ ػمٛط ٞٛاد٥ٕب دس ٔٙغمi  :iR  

 

 

 

1 2 3 1 2 3

1 1

1

1 1 2 2 3 3

2 2

2

1 1 2 2 3 3

3 3

3

1 1 2

1
P(R ) P(R ) P(R ) P(E R ) P(E R ) P(E R ) 1

3

P(E R ).P(R )
P R E

2P(E R ).P(R ) P(E R ).P(R ) P(E R ).P(R )

P(E R ).P(R ) 1
P R E

2P(E R ).P(R ) P(E R ).P(R ) P(E R ).P(R )

P(E R ).P(R )
P R E

P(E R ).P(R ) P(E R ).

      


 

  

 
  


 2 3 3

1

2P(R ) P(E R ).P(R )

 
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دسكذ ثشا٢ ثبس  30دسكذ اص دا٘ـد٤ٛبٖ ٤ه ولاع سئٛس٢ احشٕبلار ثشا٢ ثبس اَٚ ،  60و٥ٙذ  ٔثبَ : فشم

دسكذ اص  80دسكذ ثشا٢ ثبس ػْٛ دسع سا اخز ٕ٘ٛدٜ ا٘ذ . ٕٞچ٥ٙٗ ثش اػبع ػٛاثك ٥ٔذا٥٘ٓ وٝ  10دْٚ ٚ 

دا٘ـد٤ٛبٖ ثبس دْٚ  دا٘ـد٤ٛب٣٘ وٝ ا٥ِٚٗ ثبس دسع سا اخز ٕ٘ٛدٜ ا٘ذ ، ٕ٘شٜ لج٣ِٛ ٣ٔ آٚس٘ذ ٚ ا٤ٗ سلٓ ثشا٢

دسكذ اػز . اٌش دا٘ـد٣٤ٛ دس دسع ٕ٘شٜ لج٣ِٛ آٚسدٜ ثبؿذ ،  40دسكذ ٚ  60ٚ ػْٛ ثٝ سشس٥ت ثشاثش 

 احشٕبَ ا٤ٙىٝ ٢ٚ ا٥ِٚٗ ٔشسجٝ دسع سا اخز ٕ٘ٛدٜ ثبؿذ چمذس اػز ؟

i=1,2,3   : د٥ـبٔذ ا٤ٙىٝ دا٘ـدٛ ثبس اْ دسع سا اخز وشدٜ ثبؿذBi 

 A   لج٣ِٛ آٚسدٜ ثبؿذ :د٥ـبٔذ ا٤ٙىٝ دا٘ـدٛ ٕ٘شٜ 

 

1 2 3

1 2 3

1 1

1

1 1 2 2 3 3

P(B ) 0.60 P(B ) 0.30 P(B ) 0.10

P(A B ) 0.80 P(A B ) 0.60 P(A B ) 0.40

P(B ).P(A B ) 48
P B A

70P(B ).P(A B ) P(B ).P(A B ) P(B ).P(A B )

  

  

 
 
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 هتغيرّاي تصادفي  -3

ثٝ ٔغبِؼٝ  دس ث٥ـشش وبسثشدٞب٢ ٘ظش٤ٝ احشٕبَ سشخ٥ح ٥ٔذ٥ٞٓ كشفبً ثٝ خب٢ ٔغبِؼٝ ٘شب٤ح آصٔب٤ؾ ،

٤ه خفز سبع غبِجبً ٔدٕٛع ٘شب٤ح حبكُ اص دشسبة سبثؼ٣ اص ٘شب٤ح آصٔب٤ؾ ثذشداص٤ٓ . ثشا٢ ٔثبَ دس دشسبة 

٤ؼ٣ٙ ٕٔىٗ اػز خبِت سش ثبؿذ  .دٚ سبع ث٥ـشش ٔٛسد ٘ظش اػز سب اػذاد حبكُ ؿذٜ ثشا٢ ٞش ٤ه اص سبػٟب 

( اػز . 4,5، ) (5,4) ، (3,6( ، )6,3اػز سب ا٤ٙىٝ ثذا٥٘ٓ ٘شب٤ح حبكُ ) 9وٝ ثذا٥٘ٓ خٕغ دٚ سبع ثشاثش 

ٕٔىٗ  اػز سؼذاد ؿ٥شٞب٢ ظبٞش ؿذٜ خبِت سش ثبؿذ اص ٘ش٥دٝ ا٢ وٝ  د٘جبِٝ ا٢  ٕٞچ٥ٙٗ دس دشسبة چٙذ ػىٝ

اص ؿ٥ش ٚ خظ سا ٘ـبٖ دٞذ . ا٤ٗ و٥ف٥ز ٞب٢ ٔٛسد ٘ظش ٤ب ثغٛس دل٥ك سش ا٤ٗ سٛاثغ حم٥م٣ سا وٝ س٢ٚ فضب٢ 

 ٕ٘ٛ٘ٝ آصٔب٤ؾ سؼش٤ف ٥ٔـٛ٘ذ ، ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ ٣ٔ ٤ٌٛٙذ .

سؼش٤ف ؿذٜ اػز ،  Sه سبثغ ثب ٔمبد٤ش حم٥م٣ ثبؿذ وٝ س٢ٚ ػٙبكش ٤ ٤Xه فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ ٚ  Sسؼش٤ف : اٌش 

 ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٘ب٥ٔذٜ ٣ٔ ؿٛد .X آٍ٘بٜ 

دس ٘ظش  ٍٕٞٗ سافضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ سا ثشا٢ آصٔب٤ؾ دشسبح ٤ه خفز سبع ، ثشا٢ سٚؿٗ ؿذٖ ٔغّت 

٘ش٥دٝ ٕٔىٗ داسا٢ احشٕبَ  36ٞش ٤ه اص  ثٙبثشا٤ٗث٥ٍش٤ذ . 
36

سا ثؼٙٛاٖ ٔدٕٛع  X ٔشغ٥ش سلبدف٣ اػز .  1

دس ص٤ش ٔدٕٛػٝ  Xسلبدف٣ ثٝ ٔشغ٥ش دس ٔثبَ فٛق  اػذاد حبكُ اص دشسبة دٚ سبع دس ٘ظش ث٥ٍش٤ذ .

 )6,3(),5,4(),4,5(),3,6(  ٕٝ٘ٛ٘ اص فضب٢S  ٘ؼجز دادٜ ٣ٔ ؿٛد ٚ ٣ٔ ٤ٛ٘ؼ٥ٓ  9ٔمذاسX=9  .

اػز . دس حبِز و٣ّ سش  9ٔدٕٛع آٟ٘ب  ٥ش ٥ٔـٛد وٝجسؼ Sثٝ ػٙٛاٖ ٔدٕٛػٝ ا٢ اص ػٙبكش  X=9ثٙبثشا٤ٗ 

X=x  ثٝ ػٙٛاٖ ٔدٕٛػٝ ا٢ اص ػٙبكش فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ سؼج٥ش ٥ٔـٛد وٝ ثشا٢ آٟ٘ب ٔشغ٥ش سلبدف٣X  ٔمذاسx  سا

 اخش٥بس ٥ٔىٙذ . 

س ٔشغ٥ش سلبدف٣ ثٛػ٥ّٝ ٘ش٥دٝ حبكُ اص آصٔب٤ؾ ٔحبػجٝ ٣ٔ ٌشدد ، ٥ٔشٛا٥٘ٓ ثٝ ٔمبد٤ش ااص آ٘دب٣٤ وٝ ٔمذ 

 سلبدف٣ احشٕبِٟب٣٤ سا ٘ؼجز د٥ٞٓ . ٕٔىٗ ٤ه ٔشغ٥ش 
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ٛد . ػٙبكش فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ سا وٝ ثٙب ثٝ فشم ٞٓ ؿب٘غ ٞؼشٙذ ٚ ـٔثبَ : ٤ه ػىٝ ٍٕٞٗ ػٝ ثبس دشسبح ٥ٔ

 سا وٝ سؼذاد وُ ؿ٥شٞبػز ٘ـبٖ د٥ٞذ . X  ش ٔشٙبظش٤ٔمبد

x َػٙبكش فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ احشٕب 

3 
8

1
 HHH 

2 
8

1
 HHT 

2 
8

1
 HTH 

2 
8

1
 THH 

1 
8

1
 HTT 

1 
8

1
 THT 

1 
8

1
 TTH 

0 
8

1
 TTT 

 

 Xٔشغ٥ش سلبدف٣ ثبؿذ ٤ب ثٝ ػجبسر د٤ٍش  2ٔثلاً ثشا٢ ٔحبػجٝ احشٕبَ ا٤ٗ د٥ـبٔذ وٝ سؼذاد وُ ؿ٥شٞب ثشاثش 

:  ٥ٔشٛا٥٘ٓ ث٤ٛٙؼ٥ٓوٙذ ، سا اخش٥بس 2ٔمذاس 
8

3
)2X(P  . 

اٌش ثشد آٖ ٔدٕٛػٝ ا٢ ؿٕبسؽ دز٤ش اص اػذاد حم٥م٣ سا سـى٥ُ ، ٌؼؼشٝ اػز  Xٔشغ٥ش سلبدف٣   سؼش٤ف :

ش ( اص اػذاد اٌش ثشد آٖ ٔشـىُ اص ٔدٕٛػٝ ا٢ د٥ٛػشٝ ) ؿٕبسؽ ٘بدز٤ ، د٥ٛػشٝ اػز Xٔشغ٥ش سلبدف٣ . دٞذ 

 فشد اص ٔدٕٛػٝ ثشد ، ثشاثش كفش ثبؿذ .ٙثب ٞش ٔمذاس ٔ Xحم٥م٣ ثبؿذ ٚ احشٕبَ ثشاثش ثٛدٖ 
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بؿذ وٝ سخ ٣ٔ دٞٙذ . فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ ثٔدٕٛع دٚ ػذد٢  Xٔثبَ : دس دشسبة ٤ه خفز سبع فشم و٥ٙذ 

 ػجبسر اػز اص : 

1 2 1 2S {(x ,x ) | x 1,2,...,6;x 1,2,...,6}   

1 2 1 2X(w) x x ; w (x ,x ) s    

ٔدٕٛػٝ  Xثشد  12,,3,2   ٗاػز . ثٙبثشا٤X . ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٌؼؼشٝ اػز 

  ثٝ للذ وبس سٚصا٘ٝ سشن ٣ٔ و٥ٙذ دس ٞش ِحظٝ ث٥ٗ  ٔثبَ : فشم و٥ٙذ ِحظٝ ا٢ وٝ ؿٕب ٔحُ ػىٛ٘ز خٛد سا

آٖ ؿٕب ٔحُ ػىٛ٘ز  سكجح ثبؿذ وٝ د 8:00لجُ اص  ٔذر صٔبٖ Yكجح ثبؿذ . فشم و٥ٙذ  8:00سب  7:30

دس ٕ٘ب٤ؾ سبثؼ٣  Yٔشغ٥ش سلبدف٣ ، سا كفش ثٙب٥ٔٓ  7:30سا سشن ٥ٔى٥ٙذ . اٌش دس ٔم٥بع صٔب٣٘ خٛد خٛد 

 : ثلٛسر ص٤ش ٘ٛؿشٝ ٣ٔ ؿٛد

 Y t 30 t; t S   

ٔدٕٛػٝ د٥ٛػشٝ  Yدس ا٤ٗ كٛسر ثشد  y 0 y 30  دغ  اػز .Y .٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ د٥ٛػشٝ اػز 

 سستِهتغيرّاي تصادفي گ -3-3

سٛص٤غ )، سبثغ احشٕبَ  ثشا٢ ثذػز آٚسدٖ احشٕبِٟب٢ ٚاثؼشٝ ثٝ ٔمبد٤ش ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٌؼؼشٝ

 . سا ثلٛسر ص٤ش سؼش٤ف ٣ٔ و٥ٙٓ (احشٕبَ

 f(x)=P(X=x)ثب  Xدس ثشد  x، سبثؼ٣ وٝ ثشا٢ ٞش ٔمذاس  ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٌؼؼشٝ ثبؿذ X: اٌش  سؼش٤ف

 . ٘ب٥ٔذٜ ٥ٔـٛد ٤Xغ احشٕبَ ، سبثغ احشٕبَ ٤ب سٛص ٘ـبٖ دادٜ ٥ٔـٛد

 . ، لض٥ٝ ص٤ش سا ٥ٔشٛاٖ ث٥بٖ ٕ٘ٛد ثب سٛخٝ ثٝ اكَٛ ٔٛضٛع احشٕبَ
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ثىبس ثشد وٝ  Xاحشٕبَ ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٌؼؼشٝ  سبثغ: سبثؼ٣ سا ٥ٔشٛاٖ ٚلش٣ ٚ فمظ ٚلش٣ ثٝ ػٙٛاٖ  لض٥ٝ

 : دس ؿشا٤ظ ص٤ش كذق وٙذ f(x)ٔمبد٤ش 

  ثٝ اصا٢ ٞش ٔمذاسx  دس ثشدX بؿ٥ٓداؿشٝ ث  :f (x) 0 . 

x(f(0:  داس٤ٓ xثٝ اصا٢ ػب٤ش ٔمبد٤ش  )     ) 

  
x

f x 1 وٝ دس آٖ حبكُ خٕغ س٢ٚ سٕبْ ٔمبد٤ش ثشد ،X ٔحبػجٝ ٥ٍٔشدد . 

ػز ٣ٔ آ٤ٙذ احشٕبَ سؼذاد وُ ؿ٥شٞب٣٤ وٝ دس ػٝ ثبس دشسبة ٤ه ػىٝ ٍٕٞٗ ثذ سبثغٔثبَ : فش٣ِٛٔ ثشا٢ 

 . د٥ذا و٥ٙذ

    
1 3

f (0) P X 0 f (1) P X 1
8 8

     

  
3 1

f (2) P X 2 f (3) P(X 3)
8 8

      

ضشا٤ت دٚ خّٕٝ ا٢  1ٚ  3، 3، 1كٛسسٟب٢ ا٤ٗ چٟبس وؼش ٤ؼ٣ٙ  3

0 ، 3

1 ، 3

2 ٚ 3

ثب و٣ٕ  . ٞؼشٙذ 3

 : ، فش٣ِٛٔ ثٝ كٛسر ص٤ش ٘ٛؿز احشٕبَ سبثغ٥ٔشٛاٖ ثشا٢  ٤ٓ وٝدلز ٔشٛخٝ ٣ٔ ؿٛ

3

x
f (x) ; x 0,1,2,3

8

 
 
   

 . ٔلاحظٝ ٣ٔ ٌشدد وٝ ا٤ٗ سبثغ ؿشا٤ظ سٛص٤غ احشٕبَ سا داسا اػز

x | x 0,1,2,3 : f (x) 0   

     
x

1 3 3 1
f (x) f 0 f (1) f 2 f 3 1

8 8 8 8
         
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وٛچىشش ٤ب ٔؼب٢ٚ ٤ه  دس ٔؼبئُ ص٤بد٢ ٕٔىٗ اػز ثخٛا٥ٞٓ احشٕبَ ا٤ٙىٝ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٔمذاس٢

ثبؿذ ثلٛسر  xوٛچىشش ٤ب ٔؼب٢ٚ  X. ِزا احشٕبَ ا٤ٙىٝ ٔمذاس  ، سا ثذػز آٚس٤ٓ ٔمذاس حم٥م٣ داؿشٝ ثبؿذ

F(x) P(X x)  ثٝ ا٤ٗ سبثغ وٝ ثشا٢ سٕبْ اػذاد حم٥م٣  ٘ٛؿشٝ ٣ٔ ؿٛد ٚ ،X سبثغ  سؼش٤ف ؿذٜ اػز ،

 . ٣ٔٓ٥٤ٛ ٌ Xسٛص٤غ ٤ب سٛص٤غ سدٕؼ٣ ٔشغ٥ش سلبدف٣ 

        ، سبثغ سٛص٤غ ٘ـبٖ دادٜ ٥ٔـٛدص٤ش  ، سبثؼ٣ وٝ ثلٛسر ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٌؼؼشٝ ثبؿذ Xاٌش  : سؼش٤ف

 : خٛا٘ذٜ ٥ٔـٛد X ( سٛص٤غ خٕؼ٣ )

t x

F(x) P(X x) f (t) , x


       

 . اػز  tثٝ اصا٢  Xسبثغ احشٕبَ  ٔمذاس f(t)دسآٖ ثٍٛ٘ٝ ا٢ وٝ 

 : ٤ش سا ٣ٔ سٛاٖ ٘ش٥دٝ ٌشفزثب سٛخٝ ثٝ اكَٛ ٔٛضٛػٝ احشٕبَ لض٥ٝ ص

 : ، دس ؿشا٤ظ ص٤ش كذق ٣ٔ وٙذ X، سبثغ سٛص٤غ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٌؼؼشٝ  F(x)ٔمبد٤ش  : لض٥ٝ

 F( ) 0  

 F( ) 1  

  ثٝ اصا٢ ٞش دٚ  ػذد حم٥م٣a  ٚ b اٌش ،a < b  ٜآٍ٘ب:F(a) F(b) . 

 . د٥ذا وشدٖ سبثغ سٛص٤غ وبس ػبدٜ ا٢ اػز  ، غبِجبً شٚض٣ سا داؿشٝ ثبؿ٥ٓاٌش سبثغ احشٕبَ ٌؼؼشٝ ٔف

 . ٔثبَ : سبثغ سٛص٤غ سؼذاد وُ ؿ٥شٞب٣٤ وٝ دس ػٝ ثبس دشسبة ٤ه ػىٝ ٍٕٞٗ ثذػز ٣ٔ آ٤ٙذ سا ث٤ٛٙؼ٥ذ

8

1
)0(f)0(F  

8

4

8

3

8

1
)1(f)0(f)1(F   

8

7

8

3

8

3

8

1
)2(f)1(f)0(f)2(F   

1
8

1

8

3

8

3

8

1
)3(f)2(f)1(f)0(f)3(F   
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0 , x 0

1
, 0 x 1

8

4
F(x) , 2 x 2

8

7
, 2 x 3

8

1 , x 3



  



  



 




 

 

 . ثىبس ثشد Xسا ٣ٔ سٛاٖ  ثشا٢ ٔحبػجٝ ٞش ٘ٛع ٌضاسٜ احشٕبَ دسثبسٜ ٔشغ٥ش سلبدف٣  F(x)سبثغ سٛص٤غ 

 : داس٤ٓ a<bثٝ ػٙٛاٖ ٔثبَ ثشا٢ ٞش 

P(a X b) F(b) F(a)     

 اثجبر :

bXa:BaX:A   

)B(P)A(P)BA(PBAbX:BA    

)aX(P)bX(P)bXa(P)bXa(P)aX(P)bX(P   

)a(F)b(F)bXa(P   

ٌشفشٝ . ثشا٢ ا٤ٗ ٔٙظٛس لض٥ٝ ص٤ش ثىبس  ٕٞچ٥ٙٗ ٥ٔشٛاٖ ٔمبد٤ش سبثغ احشٕبَ سا اص س٢ٚ سبثغ سٛص٤غ ثذػز آٚسد

 . ٥ٔـٛد

1، ٔشـىُ اص ٔمبد٤ش   Xاٌش ثشد ٔشغ٥ش سلبدف٣ : لض٥ٝ 2 3 nx x x ... x     ٓثبؿذ، آٍ٘بٜ خٛا٥ٞ

 : داؿز

f(x1) = F(x1)  ,   f(xi) = F(xi) – F(xi-1)  ;  i = 2,3,…,n 
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٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٌؼؼشٝ ثبؿذ ٚ ٔمبد٤ش ٕٔىٗ آٖ ثشاثش ثب  Xدس ٚالغ لض٥ٝ فٛق ثذ٤ٗ ٔؼ٣ٙ اػز وٝ اٌش 

x1 ،x2 ،x3 ، ... ،xn  ثغٛس٤ىٝ ، ثبؿذ
1 2 3 nx x x ... x    آٍ٘بٜ سبثغ سٛص٤غ سدٕؼ٣ ،F(x)  ٤ه

 . داسد xiدس ٘مغٝ  f(xi)ثبثز اػز ٚ خٟـ٣ ثٝ ا٘ذاصٜ  (xi-1 , xi)كّٝ دس فب F. ٤ؼ٣ٙ سبثغ  سبثغ دّٝ ا٢ اػز

 ثؼٙٛاٖ ٕ٘ٛ٘ٝ ، دس ٔثبَ لجُ سبثغ احشٕبَ سا اص س٢ٚ سبثغ سٛص٤غ ثذػز آٚس٤ذ .

8

1
)0(F)0(f   

8

3

8

1

8

4
)0(F)1(F)1(f   

8

3

8

4

8

7
)1(F)2(F)2(f   

8

1

8

7
1)2(F)3(F)3(f   

 پيَستِهتغيرّاي تصادفي  -2-3

سلبدف٣ د٥ٛػشٝ ٘ب٥ٔذٜ  ، ٔشغ٥ش لبثُ ؿٕبسؽ اػز ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ وٝ ٔمبد٤ش ٕٔىٗ آٟ٘ب غ٥ش

. ثؼٙٛاٖ ٔثبَ صٔبٖ ٚسٚد ٤ه لغبس ثٝ ا٤ؼشٍبٜ ٤ب عَٛ ػٕش ٤ه لأخ دٕٚ٘ٛ٘ٝ اصٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣  ٥ٔـٛ٘ذ

 . ذٙد٥ٛػشٝ ٥ٔجبؿ

. ثٍٛ٘ٝ ا٢ وٝ  سبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ لاصْ ٥ٔجبؿذ ، سؼش٤ف سبثؼ٣ ثٝ ٘بْ ثشا٢ سؼش٤ف احشٕبَ دس حبِز د٥ٛػشٝ

. ثٝ ػجبسر  ، احشٕبَ ٔشثٛط ثٝ ا٤ٗ ثبصٜ سا ٔـخق ٥ٔىٙذ ػغح ص٤ش ٔٙح٣ٙ ا٤ٗ سبثغ دس ٤ه ثبصٜ ٔـخق

)b )baسب  aد٤ٍش ا٘شٍشاَ ٤ه سبثغ چٍب٣ِ اص    ٔمذاس٢ سا دس ٔشثٛعٝ احشٕبَ ا٤ٗ سا وٝ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ،

 . اخش٥بس وٙذ ثذػز ٥ٔذٞذ  bسب  aثبصٜ 
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، سبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ ٔشغ٥ش  سا وٝ س٢ٚ ٔدٕٛػٝ سٕبْ اػذاد حم٥م٣ سؼش٤ف ؿذٜ اػز f(x)سبثغ  : سؼش٤ف

)a  ٚb )baاٌشٚ فمظ اٌش ثٝ اصا٢ ٞشدٚ ٔمذاس حم٥م٣ ثبثز  ، ٤ٍٛ٥ٔٙذ Xسلبدف٣ د٥ٛػشٝ   ٓداؿشٝ ثبؿ٥ : 

b

a

P(a X b) f (x)dx    

:             خٛا٥ٞٓ داؿز a=bثب ا٘شخبة 
a

a

P(X a) f (x)dx 0   . 

 . ٤ؼ٣ٙ احشٕبَ ا٤ٙىٝ ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ د٥ٛػشٝ ٤ه ٔمذاس ٔـخق ثبثش٣ سا اخش٥بس وٙذ ثشاثش كفش اػز

 . ، لض٥ٝ ص٤ش سا ٥ٔشٛاٖ ٔغشح ٕ٘ٛد ثب سٛخٝ ثٝ اكَٛ ٔٛضٛع  احشٕبَ

، اٌش ٔمبد٤ش آٖ  ثىبس ثشد Xبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ د٥ٛػشٝ سبثؼ٣ سا ٥ٔشٛاٖ ثٝ ػٙٛاٖ س : لض٥ٝ

 : دس ؿشا٤ظ ص٤ش كذق وٙذ ٤f(x)ؼ٣ٙ 

  f (x) 0  ثٝ اصا٢x    . 

  f (x)dx 1





 . 

baدٚ ػذد حم٥م٣ ثبثز ثب ؿشط  ٤a  ٚbه ٔشغ٥ش سلبدف٣ د٥ٛػشٝ ٚ  Xاٌش  : لض٥ٝ  آٍ٘بٜ ثبؿٙذ ، :  

P(a X b) P(a X b) P(a X b) P(a X b)           

ثلٛسر   Xٔثبَ : سبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ ٔشغ٥ش سلبدف٣ 
3xke ; x 0

f (x)
0; x 0

 
 


 . دادٜ ؿذٜ اػز 

k    ٚ)1X5.0(Pٔمذاس  سا ثذػز آٚس٤ذ  . 

3x
3x t

0

0
t

e k
f (x)dx 1 ke dx k.lim 1 k 3

3 3

  





      
   

1

3x 3x 3 1.5

0.5

1
P(0.5 X 1) 3e dx e e e 0.173

0.5

            
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، احشٕبَ ا٤ٙىٝ  حبِز ٌؼؼشٝ ٔؼبئُ ص٤بد٢ ٚخٛد داس٘ذ وٝ دس آٟ٘ب ػلالٕٙذ٤ِٓز د٥ٛػشٝ ٥٘ض ٕٞب٘ٙذ دس حب

ِزا سؼش٤ف ص٤ش  . ، سا ثذػز آٚس٤ٓ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٔمذاس٢ وٛچىشش ٤ب ٔؼب٢ٚ ٤ه ٔمذاس حم٥م٣ داؿشٝ ثبؿذ

 . سا اسائٝ ٣ٔ د٥ٞٓ

 ثلٛسر ، سبثؼ٣ وٝ ٔشغ٥ش سلبدف٣ د٥ٛػشٝ ا٢ ثبؿذ Xاٌش  : سؼش٤ف

x

F(x) P(X x) f (t)dt , x


       

٘ب٥ٔذٜ  X، سبثغ سٛص٤غ ٤ب سٛص٤غ سدٕؼ٣  اػز tثٝ اصا٢  Xسبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ  f(t)دادٜ ٣ٔ ؿٛد ٚ دس آٖ 

 . ٥ٔـٛد

 : ، ثشا٢ حبِز د٥ٛػشٝ ٥٘ض ثشلشاس٘ذ ٤ؼ٣ٙ ٤ٚظ٥ٌٟب٢ سٛاثغ سٛص٤غ وٝ دس حبِز ٌؼؼشٝ ػٙٛاٖ ؿذ

F( ) 0 F( ) 1 a b F(a) F(b)       

ٜ ثٝ اصا٢ ٞش ب، آٍ٘ ثبؿٙذ xثٝ اصا٢  Xثٝ سشس٥ت سبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ ٚ سبثغ سٛص٤غ  f(x)  ٚF(x): اٌش  لض٥ٝ

baثب ؿشط  a  ٚbدٚ ٔمذاس حم٥م٣ ٚ ثبثز   خٛا٥ٞٓ داؿز : 

 P(a X b) F(b) F(a)    

 
dF(x)

f (x)
dx

 

1X5.0(P(٤ٗ سبثغ سٛص٤غ ثشا٢ ٔحبػجٝ ٔدذد . اص ا ٔثبَ : سبثغ سٛص٤غ ٔثبَ لجُ سا د٥ذا و٥ٙذ   ٜاػشفبد

 . و٥ٙذ

 حُ:

                            
x x

3t 3t 3x

0

x
F(x) f (t)dt 3e dt e 1 e

0

  



       

3x

0 , x 0
F(x)

1 e , x 0


 

 
 

3 1.5 3 1.5P(0.5 X 1) F(1) F(0.5) (1 e ) (1 e ) e e 0.173               
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 :  ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ د٥ٛػشٝ ثب سبثغ چٍب٣ِ ص٤ش ثبؿذ Xٔثبَ : فشم و٥ٙذ 



 


,0

2x0),x2x4(c
)x(f

2

 

1X(P(چ٥ؼز؟    ة( cاِف( ٔمذاس   سا د٥ذا و٥ٙذ . 

 اِف(  

22

2 2 3

00

2 3
f (x)dx 1 c(4x 2x )dx c 2x x 1 c

3 8





 
        

 
  

 ة(

1 2

2

1 1

3 1
P(X 1) 1 P(X 1) 1 f (x)dx f (x)dx (4x 2x )dx

8 2





            

 

ثب سبثغ  Xٔثبَ : ٔذر صٔبٖ وبسوشد ٤ه وبٔذ٥ٛسش )ثشحؼت ػبػز( لجُ اص خشاث٣ ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ د٥ٛػشٝ 

 : چٍب٣ِ احشٕبَ ص٤ش اػز

x
100e x 0

f (x)
0 x 0

 
 



 

 ، چمذس اػز؟ ػبػز وبس وٙذ 150ٚ  50 احشٕبَ ا٤ٙىٝ وبٔذ٥ٛسش لجُ اص خشاث٣ ث٥ٗ

 حُ:

x x
100 100

0

f (x)dx 1 e dx 1 ( 100 )(e ) 1
0

 
 




         

1
100 1

100
      

150
x x 31

150100 100 2 2
50

50

1
P(50 X 150) e dx e e e 0.384

100

  

         

 

 ػب٤ش خبٞب

     irmgn.ir



 استبد : دكتر محمدي بيدهندي دوم فصل درس تئىري احتمبلات

 33 

 اهيد رياضي -2

حبِدز ،  سش٤ٗ  ٔفْٟٛ ا٥ٔذ س٤بض٣ دس اكُ دس اسسجبط ثب ثبص٤ٟب٢ ؿب٘ؼ٣ ثٛخٛد آٔذٜ اػز ٚ دس ػبدٜ

. ثٝ ػٙدٛاٖ ٕ٘ٛ٘دٝ اٌدش     حبكّضشة ٔجّغ٣ اػز وٝ ثبص٤ىٗ أىبٖ ثشد آٖ سا داسد دس احشٕبَ آ٘ىٝ ثش٘ذٜ ؿٛد

ٓ  000,10سٛٔبٖ ثبؿذ ٚ ٔب ٤ى٣ اص  000,500خب٤ضٜ ٤ه ثخز آصٔب٣٤  ، ا٥ٔدذ س٤بضد٣    ث٥ّظ سا داؿشٝ ثبؿد٥

ؿٛد. ثذ٤ٗ ٔؼٙب وٝ  ْ ٤ه ٔشٛػظ سؼج٥ش ٣ٔاػز. ا٤ٗ سلٓ ثٝ ٔفٟٛ 50=  000,500×   10000/1ثشد ٔب ثشاثش 

   سٛٔددبٖ ٤ددب ثددٝ عددٛس ٔشٛػددظ ٔمددذاس خددب٤ضٜ ٞددش ثّدد٥ظ ثشاثددش  000,500ثّدد٥ظ خٕؼددبً  000,10ٔمددذاس خددب٤ضٜ 

 . سٛٔبٖ اػز 000,500×   10000/1

 اهيد رياضي هتغيرّاي تصادفي گسستِ -3-2

ثبؿذ ، آٍ٘بٜ ا٥ٔذ  xآٖ ثٝ اصا٢ ٔمذاس سبثغ احشٕبَ  ٤f(x)ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٌؼؼشٝ ٚ  X: اٌش  سؼش٤ف

 س٤بض٣ ٤ب ٔمذاس ٔٛسد ا٘شظبس ٔشغ٥ش سلبدف٣ ثشاثش اػز ثب :





0)x(f:x

)x(f.x)X(E 

ٚ ٚصٖ ٞش ٔمذاس ، سٛا٘ذ اخش٥بس وٙذ  ٣ٔ ٤xه ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٚص٣٘ اص ٔمبد٤ش٢ اػز وٝ  Xثٝ ػجبسس٣ ا٥ٔذ س٤بض٣ 

 . سٛا٘ذ آٖ سا اخش٥بس وٙذ ٣ٔ Xاحشٕب٣ِ اػز وٝ 

 د٥ٞٓ.  ٥٘ض ٘ـبٖ ٣ٔ μسا ثب  X. ٥ٔب٥ٍ٘ٗ  ٘بٔٙذ ٣ٔ Xسا ٥ٔب٥ٍ٘ٗ  ٤E(X)ؼ٣ٙ  Xس٤بض٣ ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ا٥ٔذ 

 : ثلٛسر ص٤ش ثبؿذ Xثٝ ػٙٛاٖ ٔثبَ اٌش سبثغ احشٕبَ 

1 1
f (0) f (1)

2 2
  

1  : آٍ٘بٜ خٛا٥ٞٓ داؿز 1 1
E(X) 0. 1.

2 2 2
   . 

 . سٛا٘ذ ا٘شخبة وٙذ ٣ٔ Xاػز وٝ  1ٚ  0ٔمذاس  وٝ ٕٞبٖ ٔشٛػظ ٔؼ٣ِٕٛ ٚ ٤ب ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٚص٣٘ دٚ
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 . ذس٤سا دس دشسبة ٤ه سبع ٔٙظٓ ثذػز آٚ E(X)ٔثبَ : ٔمذاس 

2

7
)

6

1
(6)

6

1
(5)

6

1
(4)

6

1
(3)

6

1
(2)

6

1
(1)X(E

6

1
)6(f)5(f)4(f)3(f)2(f)1(f





 

، ثّىٝ ٔمبد٤ش ٔٛسد ا٘شظبس ٔشغ٥شٞب٢  Xدس ثؼ٥بس٢ اص ٔؼبئُ، ٘ٝ سٟٙب ٔمذاس ٔٛسد ا٘شظبس ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ 

سا  g(X)ٔب٘ٙذ  Xؼشٙذ. ٔثلاً ٕٔىٗ اػز ثخٛا٥ٞٓ ا٥ٔذ س٤بض٣ سبثؼ٣ اص ٥٘ض ٔٛسد سٛخٝ ٞ Xسلبدف٣ ٚاثؼشٝ ثٝ 

 . ٔحبػجٝ و٥ٙٓ

ثبؿذ، ا٥ٔذ س٤بض٣ ٤ب ٔمذاس ٔٛسد  xٔمذاس سبثغ احشٕبَ آٖ ثٝ اصا٢  f(x)ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٌؼؼشٝ ٚ  Xلض٥ٝ: اٌش 

 ثشاثش اػز ثب : g(X)ا٘شظبس ٔشغ٥ش سلبدف٣ 

(g )ٜسبثغ حم٥م٣ دِخٛا   )x(f).x(g)]X(g[E
x

 

بس ظٔمذاس ٔٛسد ا٘ش ، ؿٛد ػذد٢ ثبؿذوٝ دس دشسبة ٤ه سبع ٍٕٞٗ ظبٞش ٣ٔ Xٔشغ٥ش سلبدف٣ ٔثبَ : اٌش 

1X2)X(gٔشغ٥ش سلبدف٣  2  ٙذ٥سا د٥ذا و . 

3

94

6

1
).162(...

6

1
).112(

6

1
).1x2()]X(g[E 222

6

1x




 

 اهيد رياضي هتغيرّاي تصادفي پيَستِ -2-2

، ا٥ٔذ س٤بض٣ ٤ب ٔمذاس  ثبؿذ xسبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ آٖ ثٝ اصا٢  f(x)ٔشغ٥ش سلبدف٣ د٥ٛػشٝ ٚ  X: اٌش  سؼش٤ف

 ٔٛسد ا٘شظبس ا٤ٗ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ثشاثش اػز ثب :

E(X) x.f (x)dx





  
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 ػب٤ش ٔمبد٤ش

 ثشاثش اػز ثب : Xچٍب٣ِ سبثغ ٚلش٣ وٝ  E(X)ٔثبَ : ٔغّٛثؼز ٔحبػجٝ 



 


0

1x0x2
)x(f 

 حُ :

11

2 3

00

2 2
E(X) x.f (x)dx 2x dx x

3 3





 
    

 
  

، ا٥ٔذ س٤بض٣ ٤ب ٔمذاس ٔٛسد  ثبؿذ xٔمذاس چٍب٣ِ آٖ ثٝ اصا٢  f(x)ٔشغ٥ش سلبدف٣ د٥ٛػشٝ ٚ  Xش لض٥ٝ : اٌ

 ثشاثش اػز ثب : g(X)ا٘شظبس ٔشغ٥ش سلبدف٣ 

(g )ٜسبثغ حم٥م٣ دِخٛا  E[g(X)] g(x).f (x)dx





  

 خَاص اهيد رياضي -1-2

 . E(aX +b) = aE(X)+b : ، آٍ٘بٜ ٔمبد٤ش ثبثش٣ ثبؿٙذ a  ٚbلض٥ٝ : اٌش 

 . E(aX) = a.E(X)  : آٍ٘بٜ ٔمذاس٢ ثبثز ثبؿذ a: اٌش  1٘ش٥دٝ 

 .  E(b) = b  : ، آٍ٘بٜ ٔمذاس٢ ثبثز ثبؿذ b: اٌش  2٘ش٥دٝ 

 : ٔمبد٤ش٢ ثبثز ثبؿٙذ، آٍ٘بٜ  Cn , … , C2 , C1لض٥ٝ: اٌش 

n n

i i i i

i 1 i 1

E[ c g (X)] c E[g (X)]
 

  
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 تصادفي هتغيرّايٍارياًس  -1

، أب  دٞذ ٔمذاس ٔٛسد ا٘شظبس ا٤ٗ ٔشغ٥ش سلبدف٣ سا ٣ٔ E(X)،  بؿذ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ث Xاٌش 

 . اسائٝ دٞذ X سٛا٘ذ ٥ٞچ اعلاػ٣ دس ٔٛسد سغ٥٥شار ٤ب دشاوٙذ٣ٌ ٔمبد٤ش ٣ٕ٘

ثبؿذ. ٥ِٚىٗ ثشا٢ دس ٘ظش ٌشفشٗ ا٘ذاصٜ سغ٥٥شار  E(X)حَٛ ٥ٔب٥ٍ٘ٙؾ ٤ؼ٣ٙ  Xا٘شظبس داس٤ٓ وٝ ٔمذاس 

ؾ سا ٔحبػجٝ ٕ٘ٛد وٝ اِجشٝ ثب٤ذ لذسٔغّك ا٤ٗ ٥ٔضاٖ اخشلاف سا دس ٘ظش اص ٥ٔب٥ٍ٘ٙ ٥ٔXشٛاٖ ٔشٛػظ اخشلاف 

)E. ٤ؼ٣ٙ ثب٤ذ  ٌشفز X )   ٖٔحبػجٝ ٌشدد وٝ دس آ)X(E ٥ٔجبؿذ . 

٥ذ ، أ ؿٛد ا٤ٗ ا٘ذاصٜ اص ٘ظش س٤بض٣ چٙذاٖ ٔٙبػت ٥٘ؼز ٚ ثٙبثشا٤ٗ ٔؼ٥بس٢ وٝ ٔؼٕٛلاً دس ٘ظش ٌشفشٝ ٣ٔ

X[(E([اػز ٤ؼ٣ٙ:         X  ٚE(X)اخشلاف ث٥ٗ  ٔشثغس٤بض٣  2 . 

وٝ  X، آٍ٘بٜ ٚاس٤ب٘غ  ثبؿذ  X(E(ثب ٥ٔب٥ٍ٘ٗ )ٌؼؼشٝ ، د٥ٛػشٝ( ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣  Xسؼش٤ف : ٌش 

٤2ب  X(Var(آٖ سا ثب 

X  ؿٛد ٥ٓ ثلٛسر ص٤ش سؼش٤ف ٣ٔدٞ ٘ـبٖ ٣ٔ : 

])X[(E)X(Var 2 

 : آ٤ذ ثلٛسر ص٤ش ثذػز ٣ٔ ٤Var(X)ه ساثغٝ د٤ٍش ثشا٢ 

22 )]X(E[)X(E)X(Var  

 اثجبر )دس حبِز ٌؼؼشٝ( :

2 2 2

x

2 2 2 2 2

x x x

2 2 2 2

Var(X) E[(X ) ] (x 2 x ).f (x)

x f (x) 2 xf (x) f (x) E(X ) 2

E(X ) E(X ) [E(X)]

     

       

   



   
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ش ٔمبد٤شػب٤  

 . ٥ذسا حؼبة وٙ Var(X)٘ـبٖ دٞٙذٜ ٘ش٥دٝ حبكُ اص دشسبة ٤ه سبع ػبِٓ ثبؿذ،  Xٔثبَ : اٌش 

12

35
)

2

7
(

6

91
)X(Var

6

91
)

6

1
(6...)

6

1
(3)

6

1
(2)

6

1
(1)X(E

2

7
)X(E

2

22222





 

 ثشاثش اػز ثب : Xچٍب٣ِ سبثغ ٚلش٣ وٝ  Var(X)ٔثبَ : ٔغّٛثؼز ٔحبػجٝ 



 


0

1x0x2
)x(f 

11 4
2 2 3

0 0

2

2 x 1
E(X) E(X ) x f (x)dx 2x dx

3 2 2

1 2 1 4 1
Var(X) ( )

2 3 2 9 18





 
     

 

    

 
 

 

 : داس٤ٓ a  ٚb: ثشا٢ ٞش ٔمذاس ثبثز  لض٥ٝ

2Var(aX b) a Var(X)  

 : اثجبر

 
2 2

2 2 2 2 2 2

Var(aX b) E[ (aX b) E(aX b) ] E[(aX b a b) ]

E[(aX a ) ] E[a (X ) ] a E[(X ) ] a Var(X)

         

       
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 . دٞٙذ ٘ـبٖ ٣ٔ  X٘ب٥ٔذٜ ٚ ثب ػلأز  Xسا ا٘حشاف ٔؼ٥بس  Var(X)خزس 

2

X X Var(X)    

 .٘ـبٖ ٥ٔذٞذ دشاوٙذ٣ٌ سٛص٤غ ٔشغ٥ش سلبدف٣ سا ٥ٔضاٖ ،  دس ٚالغ ا٘حشاف ٔؼ٥بس

 . ثشا٢ دسن ثٟشش ٔثبَ ص٤ش سا دس ٘ظش ث٥ٍش٤ذ

 . ثٝ كٛسر ص٤ش دس ٘ظش ث٥ٍش٤ذ f(x)  ٚf(y)حشٕبَ سا ثب سبثغ ا X ٚYٔثبَ : ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ 

3

8
)]Y(E[)Y(E)Y(Var

3

2
)]X(E[)X(E)X(Var

0
3

2

3

2
)Y(E0

3

1

3

1
)X(E

2,0,2y;
3

1
)y(f1,0,1x;

3

1
)x(f

2222 





 

2اص ٔمذاس ٥ٔب٥ٍ٘ٙؾ ثشاثش  Xثٙبثشا٤ٗ ٔشٛػظ ٔشثغ ا٘حشاف 

3
اص ٔمذاس ٥ٔب٥ٍ٘ٙؾ  Yٔشٛػظ ٔشثغ ا٘حشاف  ٚ

8ثشاثش

3
 ٥ِٚىٗ داس٤ٓ :  . اػز 

X Y

2 2
2

3 3
    

 . ٥ٔجبؿذ Xدٚ ثشاثش دشاوٙذ٣ٌ سٛص٤غ ٔشغ٥ش سلبدف٣  Yثٙبثشا٤ٗ ٥ٔضاٖ دشاوٙذ٣ٌ سٛص٤غ ٔشغ٥ش سلبدف٣ 
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خبف وٝ داسا٢ وبسثشدٞب٢ ٞب٢ سلبدف٣ ٌؼؼشٝ ٥ششغٔٞب٢ احشٕبَ دس ٔٛسد  سٛص٤غثشخ٣ دس ا٤ٗ فلُ 

 ، ٔٛسد ٔغبِؼٝ لشاس خٛاٞٙذ ٌشفز .٣ٕٟٔ ٣ٔ ثبؿٙذ 

 تَزيع يكٌَاخت گسستِ  -3

، ٣ٔ ٥٤ٌٛٓ وٝ  ٔمذاس ٔخشّف سا ثب احشٕبِٟب٢ ثشاثش اخش٥بس وٙذ kاٌش ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ثشٛا٘ذ 

 . اػز  1داسا٢ سٛص٤غ ٤ىٙٛاخز ٌؼؼشٝ

ٛاخز ٌؼؼشٝ ٚ ثٝ آٖ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٤ىٙ داسا٢ سٛص٤غ ٤ىٙٛاخز ٌؼؼشٝ اػز X سؼش٤ف : ٔشغ٥ش سلبدف٣

ji، اٌش ٚ فمظ اٌش سٛص٤غ احشٕبَ آٖ ثشا٢ ٌفشٝ ٥ٔـٛد xx  ٚلش٣ji   ،ثٝ كٛسر ص٤ش ثبؿذ : 

1 2 k

1
f (x) , x x ,x ,...,x

k
  

 : ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٚ ٚاس٤ب٘غ ا٤ٗ سٛص٤غ ثٝ كٛسر ص٤ش ٔحبػجٝ ٣ٔ ؿٛد

k k

i i

i 1 i 1

1 1
x . x

k k 

    

k k
2 2 2

i i

i 1 i 1

1 1
(x ) . (x )

k k 

      

 

 

 

 

 

                                                 
1
 Discrete Uniform Distribution 
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 تَزيع ترًَلي -2

 ٚ اٌش آصٔب٤ـ٣ دٚ ٘ش٥دٝ ثٝ كٛسر د٥شٚص٢ ٚ ؿىؼز داؿشٝ ثبؿذ ٚ احشٕبَ آٟ٘ب ثٝ سشس٥ت

1 ٔشغ٥ش سلبدف٣ حبَ چٙب٘چٝ ، ثٝ آٖ آصٔب٤ؾ ثش٣ِٛ٘ ٌفشٝ ٥ٔـٛد . ثبؿٙذ  X  سا ثٝ ػٙٛاٖ سؼذاد د٥شٚص٢

ٚلش٣ د٥شٚص٢ حبكُ ، ثٝ آٖ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ثش٣ِٛ٘ ٌفشٝ ٥ٔـٛد .  سؼش٤ف ٕ٘ب٥٤ٓثش٣ِٛ٘ آصٔب٤ؾ  ٤هدس 

 .  د٥ٞٓ ٚ ٚلش٣ ؿىؼز حبكُ ٥ٍٔشدد آٖ سا ثشاثش كفش لشاس ٣ٔ ٤هثشاثش   Xٔشغ٥ش سلبدف٣ ، ٥ٔـٛد 

 ثشا٢ ثذػز آٚسدٖ سٛص٤غ احشٕبَ ثشا٢ ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ثش٣ِٛ٘ ثلٛسر ص٤ش ػُٕ ٣ٔ و٥ٙٓ :

f (0) f (0; ) 1 f (1) f (1; )        

x 1 xf (x; ) (1 ) , x 0,1     

دغ 1);0(f ٚ);1(f دس ٤ه فشَٔٛ ٚاحذ سشو٥ت ؿذٜ ا٘ذ. ٔلاحظٝ و٥ٙذ وٝ ٕ٘بد 

);x(f  سا ثٝ وبس ثشدٜ ا٤ٓ سب ٘ـبٖ د٥ٞٓ وٝ سٛص٤غ ثش٣ِٛ٘ داسا٢ ٤ه دبسأشش ػزا . 

اٌش ٚ فمظ اٌش  ، ٌفشٝ ٥ٔـٛدثش٣ِٛ٘ سٛص٤غ ثش٣ِٛ٘ داسد ٚ ثٝ آٖ ٔشغ٥ش سلبدف٣  X  ٔشغ٥ش سلبدف٣ : سؼش٤ف

 : سٛص٤غ احشٕبَ آٖ ثٝ كٛسر ص٤ش ثبؿذ

x 1 xf (x; ) (1 ) , x 0,1      
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 تَزيع دٍ جولِ اي  -1

خلاكٝ آصٔب٤ؾ ػبدٜ ٤ب ثغٛس آصٔب٤ـ٣ وٝ سٛص٤غ ثش٣ِٛ٘ ثشا٢ آٖ ثىبس ٥ٔشٚد سا آصٔب٤ؾ ثش٣ِٛ٘ 

.  د٘جبِٝ ٞب٣٤ اص آصٔب٤ؾ ٞب٢ ثش٣ِٛ٘ ٘مؾ ثؼ٥بس ٣ٕٟٔ سا دس احشٕبَ ٚ آٔبس ثٝ ػٟذٜ داس٘ذ ٘ب٥ٔذٜ ٥ٔـٛد .

ٚ آصٔب٤ـٟب  ٤ىؼبٖثشا٢ سٕبْ آصٔب٤ـٟب ( )، دبسأشش احشٕبَ د٥شٚص٢  خلٛكبً ٚلش٣ وٝ سؼذاد آصٔب٤ـٟب ثبثز

٤ب ٚ دشسبة ٤ه ػىٝ  12ؿ٥ش دس  5آٚسدٖ ثذػز ثخٛا٥ٞٓ احشٕبَ  ثٝ ػٙٛاٖ ٕ٘ٛ٘ٝ اٌش . ٣ٍٕٞ ٔؼشمُ ثبؿٙذ

 . ا٤ٗ ٘ظش٤ٝ ثىبس ٥ٔشٚد،  سا ثذػز آٚس٤ٓ٘فش ٔجشلا ثٝ ٤ه ث٥ٕبس٢ خبف  10٘فش اص  7احشٕبَ ثٟجٛد 

ثٝ  1ٚص٢ ٚ ثب احشٕبَثٝ ٘ش٥دٝ د٥ش آصٔب٤ؾ ػبدٜ ٔؼشمُ وٝ ٞش وذاْ ثب احشٕبَ nثٙبثشا٤ٗ اٌش 

آصٔب٤ؾ دس ٘ظش   n سؼذاد د٥شٚص٤ٟب دس ا٤ٗ ثؼٙٛاٖ  Xٔشغ٥ش سلبدف٣  ؿىؼز ٔٙدش ٥ٔـٛ٘ذ سا ا٘دبْ دادٜ ٚ

)n,(ثب دبسأششٞب٢   1سا ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ دٚ خّٕٝ ا٢ X آٍ٘بٜ ، ٌشفشٝ ؿٛد  ٤ٌٛٙذ ٣ٔ . 

ثؼجبسر د٤ٍش ، .  آصٔب٤ؾ سا د٥ذا و٥ٙٓ nد٥شٚص٢ دس xاحشٕبَ  ٣ِ ثشا٢ ثذػز آٚسدٖحبَ ٣ٔ خٛا٥ٞٓ فشٔٛ

 سا ثذػز آٚس٤ٓ . ٥ٔXخٛا٥ٞٓ سٛص٤غ احشٕبَ ٔشغ٥ش سلبدف٣ 

 ؿىؼز دس ٤ه سشس٥ت خبف ثشاثش n-x د٥شٚص٢ ٚ x ٔلاحظٝ و٥ٙذ وٝ احشٕبَ ثذػز آٚسدٖ

xnx )1(   ثشاثش. ص٤شا احشٕبَ ٞش د٥شٚص٢  اػز   1) ٚ احشٕبَ ٞش ؿىؼز ثشاثش )  اػز ٚ ثٙبثش

xnx:   ثب  اػز ؿىؼز ثشاثش n-x د٥شٚص٢ ٚ x احشٕبَ آصٔب٤ـٟب ، فشم اػشملاَ )1(  . 

آصٔب٤ؾ   n ص٢ اػز اص ث٥ٗآصٔب٤ؾ سا وٝ ٘ش٥دٝ ٕٞٝ آٟ٘ب د٥شٚ  x اص عشف د٤ٍش سؼذاد ساٟٞب٣٤ وٝ ٥ٔشٛا٥٘ٓ

: ا٘شخبة و٥ٙٓ ثشاثش اػز ثب 








x

n
بً ثٝ كٛسر ػبدٜ سش ٣ٔ سٛاٖ ٌفز وٝ خٕؼ . 









x

n
حبِز ٔشفبٚر ثشا٢  

 . آصٔب٤ؾ ػبدٜ د٥شٚص٢ ثبؿذ ٚخٛد داسد  x ا٤ٙىٝ ٘ش٥دٝ

xnxثشاثشدٜ ٔؼشمُ ػب آصٔب٤ؾ n د٥شٚص٢ دس xثذػز آٚسدٖ ثٙبثشا٤ٗ احشٕبَ  )1(
x

n









 . اػز  

                                                 
1
  Binomial Distribution 
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6آٍ٘بٜ ثٝ سؼذاد ثبؿذ ،  x=2  ٚn=4 اٌش ،ٔثبَ  ثؼٙٛاٖ
2

4









آصٔب٤ؾ ػبدٜ  4عش٤ك ٔخشّف ٘ش٥دٝ  

 : . ا٤ٗ ٘شب٤ح سا ٥ٔشٛاٖ ثٝ كٛسر ص٤ش ٘ـبٖ داد د٥شٚص٢ حبكُ ٌشدد ٥ٔ2شٛا٘ذ ثٝ كٛسر 

)0,1,1,0(),0,0,1,1(),0,1,0,1(),1,0,0,1(),1,0,1,0(),1,1,0,0( 

 ثؼذ٢دٚ آصٔب٤ؾ  دس ثذ٤ٗ ٔؼ٣ٙ ثبؿذ وٝ دس دٚ آصٔب٤ؾ ػبدٜ اَٚ د٥شٚص٢ ٚ )0,0,1,1( ٌبٜ ٔثلاًٞش

242 . اص آ٘دب٣٤ وٝ ٞش ٤ه اص ا٤ٗ ٘شب٤ح داسا٢ احشٕبَ ؿىؼز حبكُ ؿٛد )1(   ثٙبثشا٤ٗ ، اػز

22  اػز ثب : ثشاثش، ٌشدد  ٔشسجٝ سىشاس آصٔب٤ؾ ػبدٜ حبكُ 4د٥شٚص٢ دس  2احشٕبَ ا٤ٙىٝ  )1(
2

4









 . 

، اٌش ٚ  سٛص٤غ دٚخّٕٝ ا٢ داسد ٚ ثٝ آٖ ٔشغ٥ش سلبدف٣ دٚ خّٕٝ ا٢ ٌفشٝ ٥ٔـٛد  X ٔشغ٥ش سلبدف٣ : سؼش٤ف

 : فمظ اٌش سٛص٤غ احشٕبَ آٖ ثٝ كٛسر ص٤ش ثبؿذ

x n x
n

b(x;n, ) (1 ) , x 0,1,2, ,n
x

 
      

 
 

 . دشسبة ٤ه ػىٝ ٍٕٞٗ د٥ذا و٥ٙذ 12 خظ سا دس 7 ٚ ؿ٥ش 5ٔثبَ : احشٕبَ ثذػز آٚسدٖ 

 5x12n
2

1
 

19.0)
2

1
(792)

2

1
1()

2

1
(

5

12
)

2

1
,12;5(b 125125 








    

 

ؼشمُ اص ٤ىذ٤ٍش خشاة ٔ  0.01 ٔثبَ : ٥ٔذا٥٘ٓ وٝ د٥چ ٞب٢ س٥ِٛذ ؿذٜ سٛػظ ٤ه ؿشوز س٥ِٛذ٢ ثب احشٕبَ

ػز وٝ حذاوثش ٤ه سب٣٤ ثؼشٝ ثٙذ٢ ٥ٔىٙذ. ا٤ٗ ؿشوز ٔؼشمذ ا 10. ؿشوز د٥چ ٞب سا دس ثؼشٝ ٞب٢  ٥ٔجبؿٙذ

د٥چ خشاة دس ٞش ثؼشٝ ٚخٛد داسد ٚ چٙب٘چٝ غ٥ش اص ا٤ٗ ثبؿذ ثؼشٝ د٥چ سا اص ٔـشش٢ سح٤ُٛ ٌشفشٝ ٚ دَٛ ٢ٚ 

 ؟ ، ثبصٌـز دادٜ ٣ٔ ؿٛ٘ذ چٝ ٘ؼجش٣ اص ثؼشٝ ٞب٢ فشٚخشٝ ؿذٜ . سا دغ ٥ٔذٞذ
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)01.0,10;x(b~X     ٝسؼذاد د٥چ ٞب٢ خشاة داخُ ٞشخؼج : X 

 100 )99.0()01.0(
0

10
)01.0,10;0(b)0X(P 








 

 91 )99.0()01.0(
1

10
)01.0,10;1(b)1X(P 








 

004.0)]1X(P)0X(P[1  = ٝاحشٕبَ ثبصٌـز ٤ه خؼج 

 . اص خؼجٝ ٞب ثشٌـز دادٜ ٣ٔ ؿٛ٘ذدسكذ  0.4 ثٙبثشا٤ٗ فمظ

وبس ص٤بد٢ خٛاٞذ   ص فشَٔٛ سٛص٤غ دٚخّٕٝ ا٢ ، ٔشٛخٝ ٥ٔـ٤ٛٓ وٝ ا٘دبْ ٔحبػجبر آٖ ٔؼٕٛلاًدس اػشفبدٜ ا

ٟب٢ دٚخّٕٝ ا٢ وٕشش ثغٛس ٔؼشم٥ٓ ٔحبػجٝ ٥ٔـٛ٘ذ. خٟز ثذػز آٚسدٖ ا٤ٗ احشٕبِٟب ثشد. دس ػُٕ احشٕبِ

n;x(b,( . دس ثؼ٥بس٢ اص ا٤ٗ خذاَٚ ٔمبد٤ش خذا٣ِٚ س٥ٟٝ ؿذٜ اػز   ٚn ثشا٢ ٔمبد٤ش ٔخشّف   ثشا٢

1 =n 20 سب =n   ٚ50.0,45.0,,15.0,10.0,05.0  دادٜ ؿذٜ ا٘ذ . 

 . لض٥ٝ ص٤ش سا ثىبس ٣ٔ ثش٤ٓ ، اػز   0.50ثضسٌشش اص  َٚ ٚلش٣ادس اػشفبدٜ اص ا٤ٗ خذ

n;xn(b),n;x(b,1(    : لض٥ٝ . . 

 سا ثىبس ٣ٔ ثش٤ٓ. b)7;30.0,18(ٔمذاس  b)11;70.0,18(ثٝ ػٙٛاٖ ٔثبَ ثشا٢ سؼ٥٥ٗ 

چٙذ٤ٗ ساٜ ٔخشّف ٚخٛد داسد وٝ سٛػظ آٟ٘ب ٥ٔشٛاٖ احشٕبِٟب٢ دٚخّٕٝ ا٢ سا ثضسي اػز ٥٘ض  n ٚلش٣

 . سمش٤ت صد
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 : ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٚ ٚاس٤ب٘غ سٛص٤غ دٚ خّٕٝ ا٢ ثشاثش٘ذ ثب : لض٥ٝ 

)1(nn 2  

 : اثجبر


























 

nx
n

1x

xnx
n

0x

)1(
x

n
.x)1(

x

n
.x  

= xn1x
n

1x

xnx
n

1x

)1(
)!xn()!1x(

)!1n(
n)1(

)!xn()!1x(

!n 














  

= xn1x
n

1x

)1(
1x

1n
n 















   1nm,1xy   

ymy
m

0y

y1ny
1n

0y

)1(
y

m
n)1(

y

1n
n 














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 تَزيع دٍ جولِ اي هٌفي -9

ا٥ٔٗ   ٥ٙkٓ سبوسا آ٘مذس سىشاس θفشم و٥ٙذ آصٔب٤ـٟب٢ ػبدٜ ٔؼشمُ ٞش وذاْ ثب احشٕبَ د٥شٚص٢ 

،  ثبؿذا٥ٔٗ د٥شٚص٢   kثشا٢ سػ٥ذٖ ثٝ ٘ـبٖ دٞٙذٜ سؼذاد آصٔب٤ـٟب٢ ػبدٜ لاصْ  X . اٌش د٥شٚص٢ حبكُ ؿٛد

ا٥ٞٓ سٛص٤غ احشٕبَ ا٤ٗ ٔشغ٥ش سلبدف٣ سا ثذػز ٣ٔ خٛ ٤ٌٛٙذ . ٣ٔ 1ثٝ آٖ ٔشغ٥ش سلبدف٣ دٚخّٕٝ ا٢ ٔٙف٣

آصٔب٤ؾ اَٚ سخ  x -1د٥شٚص٢ دس  k -1، ثب٤ذ  ا٥ٔٗ آصٔب٤ؾ سخ ثذٞذ ٥xٗ د٥شٚص٢ دسٔا k . اٌش آٚس٤ٓ

  : ا٥ٔٗ آصٔب٤ؾ سخ ثذٞذ ػجبسر اػز اص x ٥ٗ د٥شٚص٢ دسٔا k ىٝ احشٕبَ ا٤ِٙزا .  دادٜ ثبؿذ

 .٥٘ض د٥شٚص٢ ثبؿذ  ا٥ٔٗ آصٔب٤ؾ xٚ ٘ش٥دٝ  سخ دادٜ ثبؿذاَٚ ب٤ؾ آصٔ  x-1د٥شٚص٢ دس  k -1احشٕبَ ا٤ٙىٝ  

ا٥ٔٗ  x ا٥ٔٗ د٥شٚص٢ دس k احشٕبَ ا٤ٙىٝ، ثب سٛخٝ ثٝ ا٤ٙىٝ آصٔب٤ـٟب ٣ٍٕٞ ٔؼشمُ ٞؼشٙذ ِزا ، ثٙبثشا٤ٗ 

 : آصٔب٤ؾ سخ ثذٞذ ثشاثش اػز ثب

kxk )1(
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),1x;1k(b. 





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٣ داسد ٚ ثٝ آٖ ٔشغ٥ش سلبدف٣ دٚخّٕٝ ا٢ ٔٙف٣ ٌفشٝ سٛص٤غ دٚخّٕٝ ا٢ ٔٙف  X ٔشغ٥ش سلبدف٣  : سؼش٤ف

,2k,1k,kx فمظ اٌش سٛص٤غ احشٕبَ آٖ ثٝ اصا٢ ، اٌش ٚ ٥ٔـٛد  ثٝ كٛسر ص٤ش ثبؿذ : 

* k x k
x 1
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k 1
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     
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. احشٕبَ ٔـبٞذٜ  ٔثبَ : ٤ه سبع ٔٙظٓ سا ثغٛس د٣ دس د٣ دشسبة ٣ٔ و٥ٙٓ سب دٚثبس ػذد ؿؾ ٔـبٞذٜ ؿٛد

٤ؼ٣ٙ دس ٚالغ ثب٤ذ احشٕبَ ا٤ٙىٝ  . ثبس ػذد غ٥ش ؿؾ د٥ؾ اص ٔـبٞذٜ ػذد ؿؾ دْٚ سا ثذػز آٚس٤ذ ٥10مبً دل

12x         . د٥ٔٚٗ ؿؾ دس دٚاصد٥ٕٞٗ دشسبة ٔـبٞذٜ ؿٛد سا ثذػز آٚس٤ٓ
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 Negative Binomial Distribution 

     irmgn.ir



 استبد : دكتر محمدي بيدهندي سىم فصل درس تئىري احتمبلات

 47 

َ    ٔثبَ : اٌش فشد٢ وٝ دس ٔؼشم اثشلا ثٝ ٤ه ث٥ٕبس٢ ٔؼش٢ ثدٝ آٖ دچدبس ؿدٛد .      0.40 لدشاس داسد ثدب احشٕدب

   ٔؼشم ث٥ٕبس٢ ، ػ٥ٔٛٗ فشد٢ ثبؿذ وٝ ثٝ آٖ دچبس ٣ٔ ؿٛد چمذس اػز؟ احشٕبَ ا٤ٙىٝ د٥ٕٞٗ ٘فش دس

10x40.03k   

0645.0)60.0()40.0(
2

9
)40.0,3;10(b 73* 
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 لض٥ٝ : ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٚ ٚاس٤ب٘غ سٛص٤غ دٚخّٕٝ ا٢ ٔٙف٣ ثلٛسر ص٤ش خٛاٞذ ثٛد :
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 احشٕبِٟب٢ دٚخّٕٝ ا٢ ٔٙف٣ سا ٥ٔشٛاٖ ثب اػشفبدٜ اص  ، ٚلش٣ خذ٣ِٚ اص سٛص٤غ دٚخّٕٝ ا٢ دس دػششع ثبؿذ

 . لض٥ٝ ص٤ش ٔحبػجٝ ٕ٘ٛد
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 يتَزيع ٌّدس -5

 X ثش ا٤ٗ اٌش ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٤ٍٛ٥ٔٙذ . ثٙب 1سٛص٤غ ٞٙذػ٣ k=1ثٝ سٛص٤غ دٚخّٕٝ ا٢ ٔٙف٣ ثٝ اصا٢ 

  ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٞٙذػ٣ ٥ٔجبؿذ .   Xسؼذاد سىشاس آصٔب٤ـٟب٢ ػبدٜ ٔؼشمُ ثشا٢ سػ٥ذٖ ثٝ ا٥ِٚٗ د٥شٚص٢ ثبؿذ ،

اٌش ٚ فمظ اٌش ، سٛص٤غ ٞٙذػ٣ داسد ٚ ثٝ آٖ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٞٙذػ٣ ٌفشٝ ٣ٔ ؿٛد  X: ٔشغ٥ش سلبدف٣  سؼش٤ف

 : سٛص٤غ احشٕبِؾ ثٝ كٛسر ص٤ش ثبؿذ

,...3,2,1x,)1();x(g 1x   

، احشٕبَ  ثبؿذ 0/75، دس آصٖٔٛ ٔشثٛعٝ لجَٛ ؿٛد  احشٕبَ ا٤ٙىٝ ٤ه ٔشمبض٣ ٌٛا٥ٞٙبٔٝ سا٘ٙذ٣ٌ ٌشٔثبَ: ا

 ؟ ا٤ٙىٝ ٤ه ٔشمبض٣ ػشا٘دبْ دس چٟبس٥ٔٗ آصٖٔٛ لجَٛ ؿٛد چمذس اػز

0117.0)25.0(75.0)75.01(75.0)75.0;4(g 314   

 

 ر ص٤ش ٥ٔجبؿذ :لض٥ٝ : ا٥ٔذ س٤بض٣ ٚ ٚاس٤ب٘غ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٞٙذػ٣ ثلٛس
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 تَزيع فَق ٌّدسي -6

دس سٛص٤غ دٚخّٕٝ ا٢ ٕ٘ٛ٘ٝ ٥ٌش٢ ثب خب٤ٍزاس٢ اػز ٚ ثٙبثش ا٤ٗ آصٔب٤ـٟب ٔؼشمُ ٞؼشٙذ . حبَ 

٥ٔخٛا٥ٞٓ فش٣ِٛٔ ؿج٥ٝ دٚخّٕٝ ا٢ ثذػز آٚس٤ٓ وٝ دس آٖ ٕ٘ٛ٘ٝ ٥ٌش٢ ثذٖٚ خب٤ٍزاس٢ ثبؿذ ٚ دس ٘ش٥دٝ 

 ٘خٛاٞٙذ ثٛد .آصٔب٤ـٟب ٔؼشمُ 

سب٢ د٤ٍش سا  N-kسب٢ آٟ٘ب ثٝ ػٙٛاٖ د٥شٚص٢ ٚ  kػٙلش سا دس ٘ظش ٣ٔ ٥ٌش٤ٓ وٝ  Nٔدٕٛػٝ ا٢ اص 

آصٔب٤ؾ ٔٛسد  nد٥شٚص٢ دس xؿىؼز سّم٣ ٣ٔ و٥ٙٓ . ٔب٘ٙذ حبِز دٚخّٕٝ ا٢ ، احشٕبَ ثذػز آٚسدٖ 

٥ٙٓ . حبَ ٥ٔخٛا٥ٞٓ سؼذاد ػٙلش ٔدٕٛػٝ سا ا٘شخبة ٣ٔ و Nػٙلش اص  nسٛخٝ اػز ، أب ثذٖٚ خب٤ٍزاس٢ . 

 ؿىؼز سا د٥ذا و٥ٙٓ . n-xد٥شٚص٢ ٚ  xساٟٞب٢ ٕٔىٗ ثشا٢ ا٘شخبة 

سب د٥شٚص٢ ،  kسب اص  xثشا٢ ا٘شخبة 

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اػز ٚ ثٝ آٖ ٔشغ٥ش سلبدف٣ فٛق ٞٙذػ٣ ٌفشٝ ٥ٔـٛد،   1داسا٢ سٛص٤غ فٛق ٞٙذػ٣ Xف : ٔشغ٥ش سلبدف٣ سؼش٤

n,,,2,1,0x,kx,kNxnاٌش ٚ فمظ اٌش سٛص٤غ احشٕبِؾ ثشا٢   : ثلٛسر ص٤ش ثبؿذ 
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٘فش اص ٔشمبك٥بٖ ثٝ  5شٙذ . اٌش ٘فشؿبٖ ٚاخذ ؿشا٤ظ ٞؼ 80٘فش ٔشمبض٣ ثشا٢ ؿغ٣ّ فمظ  120ٔثبَ : اص ث٥ٗ 

٘فش ثشا٢ ؿغُ ٔضثٛس ٚاخذ ؿشا٤ظ  2سلبدف ٚ فمظ ٤ىجبس ثشا٢ ٔلبحجٝ ا٘شخبة ؿٛ٘ذ ، احشٕبَ ا٤ٙىٝ فمظ 

 ثبؿٙذ سا ثذػز آٚس٤ذ .
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 لض٥ٝ : ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٚ ٚاس٤ب٘غ سٛص٤غ فٛق ٞٙذػ٣ ثلٛسر ص٤ش خٛاٞذ ثٛد :

)1N(N

)nN()kN(nk

N

nk
2

2




 

 

 

 

 

 

                                                 
1
 Hyper geometric Distribution 

     irmgn.ir



 استبد : دكتر محمدي بيدهندي سىم فصل درس تئىري احتمبلات

 51 

 اي تقرية تَزيع فَق ٌّدسي تَسيلِ تَزيع دٍجولِ -3-6

ثضسي ثبؿذ )ثغٛس٤ىٝ  nدس ٔمب٤ؼٝ ثب  Nٚلش٣ 
1N

nN



  ثبؿذ( سفبٚر چٙذا٣٘ ث٥ٗ  1سمش٤جبً ثشاثش

سٛاٖ  ، ٚ ثشا٢ سمش٤ت احشٕبِٟب٢ فٛق ٞٙذػ٣ ٣ٔ ٥ٌش٢ ثب خب٤ٍزاس٢ ٚ ثذٖٚ خب٤ٍزاس٢ ٚخٛد ٘ذاسد ٕ٘ٛ٘ٝ

ٚ  nا٢ سا ثب دبسأششٞب٢  َٔٛ سٛص٤غ دٚخّٕٝفش
N

k
 ثٝ وبس ثشد .  

     احشٕبَ د٥شٚص٢  دس خبٔؼٝ   ٟب٘ؼجز د٥شٚص٤  
N

k
  

1
1N

nN





 

 n
N

nk
)X(E  

)
N

k
1(

N

nk

N

kN

N

nk

N

)kN(nk

)1N(N

)nN)(kN(nk
)X(Var

22











  

)1(n)X(Var   

 

)N/k,n;x(b)k,N,n;x(h1
1N

nN





 

٘فش اص  2، ٚ احشٕبَ ا٤ٙىٝ فمظ  ا٢ ثٝ ػٙٛاٖ ٤ه سمش٤ت اػشفبدٜ وشدٜ اص سٛص٤غ دٚخّٕٝ، ٔثبَ : دس  ٔثبَ لجُ 
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 تَزيع پَاسَى -7

ا٤ٗ سٛص٤غ سا دس ػبدٜ سش٤ٗ حبِز ، ٞب٢ ٔخشّف وبسثشد ص٤بد٢ داسد . دس ص٥ٔٙٝ  1سٛص٤غ دٛاػٖٛ

)n,(٥ٔشٛاٖ ثٝ ػٙٛاٖ سمش٤ج٣ ثشا٢ سٛص٤غ دٚ خّٕٝ ا٢ ثب دبسأششٞب٢    ٝٚلش٣ وn   ٚ ثضسي  وٛچه

٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ دٚ خّٕٝ ا٢ ثب   X. ثٙبثشا٤ٗ فشم و٥ٙذ وٝ ٔمذاس ثبثش٣ داؿشٝ ثبؿذ ثىبس ثشد  nٚ  ثٛدٜ

)n,(دبسأششٞب٢   ٜ٥٘ض  ثٛد ٚ n  ثبؿذ . آٍ٘بٜ خٛا٥ٞٓ داؿز :ٔمذاس ثبثش٣ 

 
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اص آ٘دب٣٤ وٝ :  n,0,n : ِزا خٛا٥ٞٓ داؿز ، 
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ثبثز ثبؿذ ، سؼذاد د٥شٚص٤ٟب ٔشغ٥ش٢ سلبدف٣ اػز وٝ سٛص٤غ  n  ٚ0  ٚnثٙبثشا٤ٗ ٚلش٣ 

 شخ ٚلٛع )٥ٔب٥ٍ٘ٗ( سؼذاد د٥شٚص٤ٟب ٥ٔجبؿذ .٘ دس ا٤ٗ حبِز ، دبسأشش  داسد . دٛاػٖٛ ثب دبسأشش 

اٌش ٚ فمظ  ،سٛص٤غ دٛاػٖٛ داسد ٚ ثٝ آٖ ٔشغ٥ش سلبدف٣ دٛاػٖٛ ٌفشٝ ٥ٔـٛد  Xٔشغ٥ش سلبدف٣ سؼش٤ف : 

 اٌشسٛص٤غ احشٕبَ آٖ ثٝ كٛسر ص٤ش ثبؿذ :

,...2,1,0x,
!x
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);x(p
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Poisson Distribution  
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20nثغٛس و٣ّ ٚلش٣    ٚ05.0  ثبؿذ ، سٛص٤غ دٛاػٖٛ سمش٤ت خٛث٣ ثشا٢ احشٕبِٟب٢ دٚ خّٕٝ ا٢

100nخٛاٞذ ثٛد . ٚلش٣    ٚ10n   . ثبؿذ ، سمش٤ت ثؼ٥بس ػب٣ِ اػز 

 لض٥ٝ : ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٚ ٚاس٤ب٘غ سٛص٤غ دٛاػٖٛ ثٝ كٛسر ص٤ش اػز :

2,      

، ِزا ٤ٓ دخّٕٝ ا٢ ثذػز آٚس وٝ سٛص٤غ دٛاػٖٛ سا ثٝ ػٙٛاٖ كٛسر حذ٢ سٛص٤غ دٚ اثجبر : اص آ٘دب٣٤

اص س٢ٚ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٚ ٚاس٤ب٘غ سٛص٤غ  ٥ٔشٛاٖ فشِٟٔٛب٢ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٚ ٚاس٤ب٘غ آٖ سا ثب وبسثشد ٕٞبٖ ؿشا٤ظ حذ٢

 . خّٕٝ ا٢ ثذػز آٚسد دٚ

2

0
n n (1 ) (1 )


              

اص ولاػٟب٤ؾ ٕٔىٗ اػز سأخ٥ش داؿشٝ ثبؿذ ٚ سأخ٥شؽ دس  دس ٤ى٣  0.001ٔثبَ : ٤ه دا٘ـدٛ ثب احشٕبَ 

 100سؼذاد دفؼبس٣ ثبؿذ وٝ اٚ دس  Xٞش ولاع ثش سأخ٥ش ٤ب ػذْ سأخ٥ش اٚ دس ػب٤ش ولاػٟب اثش٢ ٘ذاسد . اٌش 

 : احشٕبَ ا٤ٙىٝ ٔغّٛثؼز خّؼٝ دسػ٣ آ٤ٙذٜ اؽ سأخ٥ش خٛاٞذ داؿز ، 

 فؼٝ سأخ٥ش داؿشٝ ثبؿذ .دل٥مبً ٤ه د ة( .اكلاً سأخ٥ش ٘ذاؿشٝ ثبؿذ  اِف(

 ساٜ اَٚ :
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 فرآيٌد پَاسَى -8

د٥ـدبٔذٞب٢ ٌؼؼدشٝ دس ٤ده فبكدّٝ د٥ٛػدشٝ      ٚلدٛع  ٔؼبئُ ص٤بد٢ ٚخٛد داس٘دذ ودٝ دس آٟ٘دب ؿدبٞذ     

سا  دس ٘ظدش    ؿدٛ٘ذ  سو٥ٙدً ٔد٣  دب٤ده  كجح ٚاسد  9سب  8ٞب٣٤ وٝ ث٥ٗ ػبػز  اسٛٔج٥ُ، . ثشا٢ ٔثبَ  ثبؿ٥ٓ ٣ٔ

، ص٤شا صٔبٖ ٚسٚدؽ ٤ه ِحظٝ اص دٚسٜ د٥ٛػدشٝ   . ٚسٚد اسٛٔج٥ُ ثٝ دبسو٥ًٙ ٤ه د٥ـبٔذ ٌؼؼشٝ اػزث٥ٍش٤ذ 

ٚخدٛد   دبسچدٝ  ٔشدش٢    100 ٤ده سدٛح   ، ضب٤ؼبس٣ وٝ دس  ٤ب ثؼٙٛاٖ ٔثبَ د٤ٍش . ٤ه ػبػشٝ ٔٛسد ٘ظش ٔبػز

ٝ اص  ٔشدش  100شٝ عدَٛ  . دس ا٤ٗ حبِز فبكدّٝ د٥ٛػد   داسد سا دس٘ظش ث٥ٍش٤ذ اػدز ٚ د٥ـدبٔذٞب٢ ٌؼؼدشٝ     دبسچد

فشآ٤ٙذ دٛاػٖٛ ثؼٙٛاٖ ٤ه ٞش ٤ه اص ا٤ٗ ٔثبِٟب سا ٥ٔشٛاٖ  ٚخٛد داسد .ا٤ٗ سٛح دبسچٝ ضب٤ؼبس٣ اػز وٝ دس 

 ٔغبثك سؼش٤ف ص٤ش كٛسر ٥ٌشد.دس ٤ه فبكّٝ د٥ٛػشٝ ثٝ ؿشع٣ وٝ ٚلٛع د٥ـبٔذٞب٢ ٌؼؼشٝ ، دس٘ظش ٌشفز 

، د٥ـبٔذٞب٢ ٌؼؼشٝ دس ٤ه فبكّٝ د٥ٛػشٝ )صٔبٖ، عَٛ ٚ غ٥شٜ(  دٛاػٖٛ ثب دبسأشش دس ٤ه فشآ٤ٙذ  : سؼش٤ف

 : آ٤ٙذ ثٝ عش٤ك ص٤ش ثٛخٛد ٣ٔ

 . ثبؿذ h،سمش٤جبً ثشاثش  ، دل٥مبً ٤ه اسفبق سخ دٞذ hا٢ ثٝ ا٘ذاصٜ وبف٣ وٛسبٜ ثغَٛ  ا٤ٙىٝ دسفبكّٝ َبشٕاح (1

 . ، سمش٤جبً ثشاثشكفش ثبؿذ ، دٚاسفبق ٤ب ث٥ـششسخ دٞذ hوٛسبٜ ثغَٛ وبف٣ ا٢ ثٝ ا٘ذاصٜ  احشٕبَ ا٤ٙىٝ دسفبكّٝ (2

اثش٢ ثش ٚلٛع ٤ب ػذْ ٚلٛع د٥ـبٔذ دس فبكّٝ ٔدضا٢ د٤ٍش٢ ثٝ  hا٢ ثٝ عَٛ  ٚلٛع ٤ه د٥ـبٔذ دس فبكّٝ (3

 . ٘ذاسد )ٚلٛع د٥ـبٔذٞب ٔؼشمُ اص ٤ىذ٤ٍش٘ذ( hٕٞبٖ عَٛ 

اػز وٝ فشم و٥ٙٓ ٔثلاً دس ٤ه ٞضاسْ ثب٥٘ٝ ، ٔٙبػت  و٥ٙٓ ٞب ثٝ دبسو٥ًٙ سا ٔـبٞذٜ ٣ٔ ٚلش٣ ٚسٚد اسٛٔج٥ُ

، ٚ ٥٘ض ٚسٚد ٤ب ػذْ ٚسٚد ٤ه اسٛٔج٥ُ دس ٤ه ٞضاسْ ثب٥٘ٝ اَٚ  ؿٛد ث٥ـشش اص ٤ه اسٛٔج٥ُ ٚاسد دبسو٥ًٙ ٣ٕ٘

 . ٞب٢ ثؼذ٢ ٘خٛاٞذ داؿز اثش٢ ثش ٚسٚد ٤ب ػذْ ٚسٚد ٤ه اسٛٔج٥ُ دس ٤ه ٞضاسْ ثب٥٘ٝ

د٥ـبٔذ دس ٚاحذ  ، ٔٙظٛس ا٤ٗ ٥٘ؼز وٝ دسػز  دٞٙذ سخ ٣ٔ ٥٤ٌٛٓ د٥ـبٔذٞب ثٝ ٘ؼجز ثبثز  ٚلش٣ وٝ ٣ٔ

 . اػز ثشاثش فبكّٝ ، ثّىٝ ٔٙظٛس ا٤ٗ اػز وٝ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ سؼذاد د٥ـبٔذٞب دس ٚاحذ  ؿٛ٘ذ ٚالغ ٣ٔفبكّٝ 
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 تعريف تَزيع پَاسَى تر اساس فرآيٌد پَاسَى -3-8

. فشم و٥ٙذ وٝ  ؿٛد ٘ظش ٌشفشٝ ٣ٔ سد ٤tه فبكّٝ ثب عَٛ ثشا٢  : ٤ه فشآ٤ٙذ دٛاػٖٛ ثب دبسأشش  سؼش٤ف

ٔشغ٥ش سلبدف٣ دٛاػٖٛ ثب  X، دس ا٤ٗ كٛسر  دٞٙذ سؼذاد د٥ـبٔذٞب٣٤ ثبؿذ وٝ سخ ٣ٔ Xٔشغ٥ش سلبدف٣ 

 . ٥ٔجبؿذ  t  دبسأشش

x t( t) e
p(x; t) , x 0,1,2,...

x!


    

 : سٛاٖ چ٥ٙٗ ٌفز ثٙبثشا٤ٗ ثغٛس خلاكٝ ٣ٔ

سخ  t، سؼذاد اسفبلٟب٣٤ وٝ دس ٤ه فبكّٝ ثبثز ثب عَٛ  دس ٔٛسد آصٔب٤ـ٣ ثشلشاس ثبؿٙذ 3ٚ  2، 1اٌش فشضٟب٢ 

ٞب دس اسسجبط ثب ٤ه  ٥٤ٌٛٓ ٚلٛع اسفبق ٚ ٣ٔ ، اػز t، ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ دٛاػٖٛ ثب ٥ٔب٥ٍ٘ٗ  دٞٙذ ٣ٔ

 . ٘شخ ٚلٛع اسفبلبر دس ٚاحذ عَٛ ٔٛسد ٘ظش اػز  . ٔمذاس  اػز فشآ٤ٙذ دٛاػٖٛ ثب ٘شخ ٚلٛع 

 =  120ؿٛد ٤ه فشآ٤ٙذ دٛاػٖٛ ثب دبسأشش  ٞب٣٤ وٝ ثٝ ٤ه ؿشوز صدٜ ٣ٔ فٗٔثبَ : فشم و٥ٙذ سؼذاد سّ

 . سّفٗ دس ػبػز ثبؿذ

 . ؿٛ٘ذ سا ثذػز آٚس٤ذ ا٢ صدٜ ٣ٔ ٞب٣٤ وٝ دس ٤ه دٚسٜ ٤ه دل٥مٝ سٛص٤غ احشٕبَ سؼذاد سّفٗ -اِف 

 . ا٢ سّف٣ٙ ٘ـٛد سا ثذػز آٚس٤ذ احشٕبَ ا٤ٙىٝ دس ا٤ٗ فبكّٝ ٤ه دل٥مٝ -ة 

 . سّفٗ ؿٛد سا ثذػز آٚس٤ذ 3سب  1ا٢ ث٥ٗ  َ ا٤ٙىٝ دس ا٤ٗ فبكّٝ ٤ه دل٥مٝاحشٕب -ج 

2t     -اِف 
60

1t120)t;x(p~X  

,2,1,0x;
!x

e2
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2x
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خبف وٝ داسا٢ وبسثشدٞب٢ ٣ٕٟٔ  د٥ٛػشٝٞب٢ سلبدف٣ ٥ششغٔٞب٢ احشٕبَ دس ٔٛسد  سٛص٤غثشخ٣ ٤ٗ فلُ دس ا

 ٣ٔ ثبؿٙذ ، ٔٛسد ٔغبِؼٝ لشاس خٛاٞٙذ ٌشفز .

 پيَستِيكٌَاخت تَزيع  -3

داسا٢ چٍب٣ِ ٤ىٙٛاخز اػز ٚ ثٝ آٖ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٤ىٙٛاخز د٥ٛػشٝ ٌفشٝ  Xٔشغ٥ش سلبدف٣  سؼش٤ف :

 چٍب٣ِ احشٕبَ آٖ ثٝ كٛسر ص٤ش ثبؿذ :سبثغ فمظ اٌش اٌش ٚ ، ٥ٔـٛد 
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
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سبثغ سٛص٤غ سدٕؼ٣ ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٤ىٙٛاخز س٢ٚ فبكّٝ  ,  : ثٝ كٛسر ص٤ش اػز 
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
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 

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 ػب٤ش خبٞب

     irmgn.ir



 هندياستبد : دكتر محمدي بيد چهبرم فصل درس تئىري احتمبلات

 58 

 ٛسر ص٤ش اػز : لض٥ٝ : ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٚ ٚاس٤ب٘غ چٍب٣ِ ٤ىٙٛاخز ثٝ ك

                                                                              22 )(
12

1

2



 

 . ؿٛد اثجبر ثٝ ػٙٛاٖ سٕش٤ٗ ثٝ خٛا٘ٙذٜ ٚاٌزاس ٣ٔ

.  ذ٘ؿٛ ا٢ ثٝ ا٤ؼشٍبٜ ٔـخل٣ ٚاسد ٣ٔ دل٥مٝ 15كجح ثب فٛاكُ  7ٞب٢ ٔؼبفشثش٢ اص ػبػز  ٔثبَ : اسٛثٛع

 ، ثبؿذ 7:30ٚ  7اٌش صٔبٖ سػ٥ذٖ ٤ه ٔؼبفش ثٝ ا٤ؼشٍبٜ ٔشثٛعٝ ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ثب سٛص٤غ ٤ىٙٛاخز ث٥ٗ 

 :ٔغّٛة اػز احشٕبَ آ٘ىٝ 

 .  دل٥مٝ ٔٙشظش اسٛثٛع ثبؿذ 10ث٥ـشش اص ٔؼبفش ة(  . دل٥مٝ ٔٙشظش اسٛثٛع ثبؿذ 5وٕشش اص ٔؼبفشاِف( 

 حُ : 

ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٤ىٙٛاخز س٢ٚ فبكّٝ ، ٤ه سػذ  فش ثٝ ا٤ؼشٍبٜ ٣ٌٔزؿشٝ ٚ ٔؼب 7وٝ اص ػبػز  ٔذر صٔب٣٘

 30,0  اػز وٝ آٖ سا ثبX د٥ٞٓ ٘ـبٖ ٣ٔ . 
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20X15(P)5X0(P(ة(                                             دل٥مٝ 10احشٕبَ ا٘شظبس ث٥ؾ اص 

                                                          
3

1
dx

30

1
dx

30

1
20

15

5

0

  

 

 

 ػب٤ش خبٞب
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 يتَزيع ًواي -2

٤ٙذ سا ثب كفش آؿشٚع ثٝ ٔـبٞذٜ ا٤ٗ فش ٘مغٝ دادٜ ؿذٜ ثبؿذ ٚ ٤ٙذ دٛاػٖٛ ثب دبسأششآ٤ه فشاٌش 

ٚلٛع سب  ٔٛسد ا٘شظبس ، ثؼٙٛاٖ فبكّٝ د٥ٛػشٝ ) صٔبٖ ، عَٛ ٚ ... ( X چٙب٘چٝ ٔشغ٥ش سلبدف٣.  ٔـخق و٥ٙٓ

د٥ٛػشٝ ٚ ا٤ٗ فبكّٝ وٝ  ٣٤اص آ٘دب . خٛاٞذ ثٛد ثب دبسأشش  1ٕ٘ب٣٤ داسا٢ سٛص٤غ X ثبؿذ ، آٍ٘بٜا٥ِٚٗ د٥ـبٔذ 

٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ د٥ٛػشٝ اػز وٝ ثشدؽ ٔدٕٛػٝ اػذاد ٔثجز  ٥ٌXش٤ٓ وٝ  ٘ش٥دٝ ٣ٔ ِزا، ٥ٔجبؿذ ٔثجز 

)ؿشط ػْٛ   َ د٥ـبٔذٞبثّىٝ ثٝ د٥ُِ اػشملا ،  سٚد ثىبس ٣ٔ د٥ـبٔذسٛص٤غ ٕ٘ب٣٤ ٘ٝ سٟٙب دس ٚلٛع ا٥ِٚٗ  . ٥ٔجبؿذ

د٥ـبٔذٞب ٚلٛع ، فبكّٝ ٔبث٥ٗ ثغٛسخلاكٝ  . ٞٓ وبسثشد داسد د٥ـبٔذٞبا٘شظبس ث٥ٗ  فٛاك٤ُٙذ دٛاػٖٛ( دس آفش

ػُٕ اغّت ثؼٙٛاٖ سٛص٤غ ٔذر  . سٛص٤غ ٕ٘ب٣٤ دس سلبدف٣ ٕ٘ب٣٤ ٘ب٥ٔذٜ ٥ٔـٛد ، ٔشغ٥ش ٤ٙذ دٛاػٖٛآ٤ه فش دس

 .  ٔغشح ٥ٍٔشدددٛاػٖٛ  دس فشآ٤ٙذ ا٘شظبس سب ٚلٛع ٤ه د٥ـبٔذصٔبٖ 

 . ٌٛئ٥ٓ ٣ٔ ثب سبثغ چٍب٣ِ ص٤ش سا ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٕ٘ب٣٤ ثب دبسأشش  Xٔشغ٥ش سلبدف٣ د٥ٛػشٝ سؼش٤ف : 

xe , x 0
f (x)

0 , x 0

 
 


 

 : ٌشدد ثشا٢ ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٕ٘ب٣٤ ثٝ كٛسر ص٤ش ٔحبػجٝ ٣ٔ F(a)سبثغ سٛص٤غ سدٕؼ٣ 


















0a,0

0a,e1
)a(F

0ae1edxe)aX(P)a(F

a

a

a

0

a

0

xx

 

aP(X           ٕٞچ٥ٙٗ خٛا٥ٞٓ داؿز : a) 1 P(X a) e     

 ثٝ كٛسر ص٤ش اػز : لض٥ٝ : ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٚ ٚاس٤ب٘غ سٛص٤غ ٕ٘ب٣٤ ثب دبسأشش 

2

1
)X(Var

1
)X(E





  

                                                 
1
 Exponential Distribution 
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 ٥ٔ10ب٥ٍ٘ٗ ثب  ٔثبَ : فشم و٥ٙذ ٔذر صٔبٖ ٤ه ٔىبِٕٝ سّف٣ٙ ثش حؼت دل٥مٝ ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٕ٘ب٣٤

 : ، ٔغّٛة اػز ٔحبػجٝ احشٕبَ ا٤ٙىٝ ؿٕب . اٌش ؿخل٣ دسػز لجُ اص ؿٕب ثٝ ثبخٝ سّفٗ ثشػذ اػز دل٥مٝ

 . دل٥مٝ ٔٙشظش ثٕب٥٘ذ 20سب  10ة( ث٥ٗ  دل٥مٝ  10اِف( ث٥ؾ اص 

 حُ : 

 X( : ٔذر صٔبٖ ٔىبِٕٝ ؿخق ٔٛسد ٘ظش دس ثبخٝ سّفٗ )دل٥مٝ       ٔذر صٔبٖ ا٘شظبس ؿٕب )دل٥مٝ(

10

1
10

1
)X(E 


 

 

 

 368.0ee)10X(P 1
10.

10

1

 


اِف (                                                                                    

    




20

10

21
20

10

10

x
x

10

1

233.0eeedxe
10

1
)20X10(P  ة (                                

 

 خاصيت تَزيع ًوايي  -3-2

 ٞب٢ ٔثجز داؿشٝ ثبؿ٥ٓ :    s  ٚtؿٛد اٌش ثشا٢ ٕٞٝ  ثذٖٚ حبفظٝ ٘ب٥ٔذٜ ٣ٔ Xٔٙف٣  ٔشغ٥ش سلبدف٣ غ٥ش سؼش٤ف :

)sX(P)tXtsX(P  

 s+t، احشٕبَ ا٤ٙىٝ دػشٍبٜ حذالُ  وٙذ ، ساثغٝ فٛق ث٥بٖ ٣ٔ ٘ـبٖ دٞٙذٜ عَٛ ػٕش ٤ه دػشٍبٜ ثبؿذ Xاٌش 

 sاحشٕبَ ا٥ِٚٝ ا٤ٙىٝ دػشٍبٜ حذالُ  ثشاثش اػز ثب، ػبػز وبس وشدٜ ثبؿذ  tػبػز وبس وٙذ دس حب٥ِىٝ 

،  ، سٛص٤غ عَٛ ػٕش ثبل٥ٕب٘ذٜ دػشٍبٜ ػبِٓ ثبؿذ t. ثٝ ث٥بٖ د٤ٍش اٌش دػشٍبٜ دس ِحظٝ  ػبػز د٤ٍش وبس وٙذ

 . ٔؼبدَ سٛص٤غ عَٛ ػٕش ا٥ِٚٝ دػشٍبٜ اػز
















0x,0

0x,e
10

1

)x(f

x
10

1
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 سٛاٖ ثٝ كٛسر ص٤ش ٘ـبٖ داد :  ساثغٝ فٛق سا ٣ٔ

)tX(P.)sX(P)tsX(P

)sX(P
)tX(P

)tX,tsX(P
)sX(P)tXtsX(P









 

 ثشا٢ سٛص٤غ ٕ٘ب٣٤ كح٥ح اػز ٤ؼ٣ٙ :چٖٛ ا٤ٗ ساثغٝ 

 (s t) s tP(X s t) e e . e P(X s).P(X t)          

 . ثٙبثشا٤ٗ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٕ٘ب٣٤ ٤ه ٔشغ٥ش ثذٖٚ حبفظٝ اػز

 . اػز ٤ه ػبَداسا٢ سٛص٤غ ٕ٘ب٣٤ ثب ٥ٔب٥ٍ٘ٗ  عَٛ ػٕش ٤ه ٘ٛع لأخٔثبَ  : فشم و٥ٙذ 

 ؟ چمذس اػز، وٙذ  وبس ػبَ 1.5ث٥ؾ اص  لأخاِف( احشٕبَ ا٤ٙىٝ ٤ه 

،  اػز ػبِٓٞٙٛص  ٤ه ػبَوٙذ ، ٚلش٣ ثذا٥٘ٓ وٝ ثؼذ اص  وبس ػبَ 1.5ث٥ؾ اص  لأخاحشٕبَ ا٤ٙىٝ ٤ه ة( 

 ؟خٛاٞذ ثٛد چمذس 

 X( : ػبَ)عَٛ ػٕش لأخ           حُ : 

1  

220.0ee)5.1X(P                                                                                     اِف(  2

3

5.1 


 

604.0ee)5.0X(P)1X5.1X(P                                               ة( 5.05.0   
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 تَزيع ًرهال  -1

ثضسي ثبؿذ  nا٢ ٚلش٣ وٝ  سٛص٤غ ٘شٔبَ دس اثشذا ثشا٢ سمش٤ت احشٕبَ ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ دٚ خّٕٝ

سٛاٖ ثٝ  ـبٖ دادٜ وٝ سٛص٤ؼٟب٢ ٔشثٛط ثٝ خغبٞب سا ٥ٌ٣ٔش٢ ٘ . ٕٞچ٥ٙٗ ثشسػ٣ دس خغبٞب٢ ا٘ذاصٜ ثىبس سفز

 .صد ، سمش٤ت  ٞب٢ ٘شٔبَ خغبٞب ٘ب٥ٔذ٘ذ ا٢ وٝ آٟ٘ب سا ٔٙح٣ٙ ٞب٢ د٥ٛػشٝ دلز ثب ٔٙح٣ٙ

  سبثغ چٍب٣ِ، اٌش ٚ فمظ اٌش  اػز   ٚ2داسا٢ سٛص٤غ ٘شٔبَ ثب دبسأششٞب٢  Xسؼش٤ف : ٔشغ٥ش سلبدف٣ 

 : ثلٛسر ص٤ش ثبؿذ X احشٕبَ

2
1 x

2

2

1
f (x) e x

2

 
  

    


 

 

                                                                        

 (0) . ٔشمبسٖ  اػز ٕٛداس سبثغ چٍب٣ِ فٛق، ص٣ٍ٘ ؿىُ ٚ حَٛ ٘

 

 . دس سٛص٤غ ٘شٔبَ ٘ـبٖ دٞٙذٜ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٚ ٚاس٤ب٘غ سٛص٤غ ٞؼشٙذ   ٚ2٘ىشٝ : دبسأششٞب٢ 

22 )X(Var,)X(E),(N~X  
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-x     0     x 

-x    0    x 

 x  

 x1   

، آٍ٘بٜ  بؿذث   ٚ2داسا٢ سٛص٤غ ٘شٔبَ ثب دبسأششٞب٢  X٘ىشٝ : اٌش  XY ٥٘ض داسا٢ سٛص٤غ 

  ٚ2٘شٔبَ ثب دبسأششٞب٢  2  اػز  . 

),(N~XY),(N~X 222  

 . ٘ىشٝ : ٔؼبحز وُ ص٤ش ٔٙح٣ٙ ٘شٔبَ ٔؼب٢ٚ ٤ه اػز

2
1 x

2

2

1
e dx 1

2

 
  

 






  

0  ٚ12سٛص٤غ ٘شٔبَ ثب  : سؼش٤ف  ؿٛد ، سٛص٤غ ٘شٔبَ اػشب٘ذاسد ٘ب٥ٔذٜ ٣ٔ . 

،  ٥ٌش٢ وشد سٛاٖ ٔؼشم٥ٕبً ا٘شٍشاَ وٙذ ٚ اص چٍب٣ِ آٖ ٣ٕ٘ ا٢ دس آٔبس ثبص٢ ٣ٔ چٖٛ سٛص٤غ ٘شٔبَ ٘مـ٣ دب٤ٝ

 . ذا٘ دسخذا٣ِٚ س٥ٟٝ وشدٜسٛص٤غ ٘شٔبَ اػشب٘ذاسد ثشا٢  ٔؼبحشٟب٢ ص٤شٔٙح٣ٙ ٘شٔبَ سا

ثبؿذ، آٍ٘بٜ  ٚ ا٘حشاف ٔؼ٥بس  داسا٢ سٛص٤غ ٘شٔبَ ثب ٥ٔب٥ٍ٘ٗ  Xاٌش  لض٥ٝ :





X
Z  سٛص٤غ داسا٢

 . خٛاٞذ ثٛد ٘شٔبَ اػشب٘ذاسد 

   1,0N~Z,N~X 2   

د سا ثب سبثغ  سٛص٤غ سدٕؼ٣ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٘شٔبَ اػشب٘ذاس x دٞٙذ ٕ٘ب٤ؾ ٣ٔ . 

 
2z

x
2

1
x e dz

2




 


  

 سٛاٖ ٘ـبٖ داد وٝ : : ثب اػشفبدٜ اص خبك٥ز سمبسٖ چٍب٣ِ ٘شٔبَ اػشب٘ذاسد ٣ٔ 1٘ىشٝ 

   x 1 x x       
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 : ، آٍ٘بٜ سلبدف٣ ٘شٔبَ اػشب٘ذاسد ثبؿذ شغ٥ش٤ٔه   Z: ثب اػشفبدٜ اص ساثغٝ فٛق ٥ٔشٛاٖ ٘ـبٖ داد وٝ اٌش  2٘ىشٝ 

     xxZPxZP  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

، آٍ٘بٜ  ثبؿذ   ٚ 2داسا٢ سٛص٤غ ٘شٔبَ ثب دبسأششٞب٢  X: ٚلش٣ وٝ  3٘ىشٝ 





X
Z  ٤ه ٔشغ٥ش

 . سلبدف٣ ٘شٔبَ اػشب٘ذاسد اػز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 -  x         0      x 

 xZP   
 xZP   
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٤3  ٚ92ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٘شٔبَ ثب دبسأششٞب٢  Xٔثبَ : اٌش   : ثبؿذ، ٔغّٛثؼز ٔحبػج١ 

 اِف(  5X2P  

 ة(  0XP  

 ج(  63XP  

  حُ :

  اِف(

   

 
2 3 X 5 3 1 2

P 2 X 5 P P Z
3 3 3 3

2 1 2 1 2 1
1 1

3 3 3 3 3 3

0.7486 0.6293 1 0.3779

     
           

   

            
                        

            

   

 

 ة(

                   
   

   

X 0 3
P X 0 P P Z 1

3

P Z 1 1 0.8413

  
      

 

     

 

ج(

       

   

           

   

P X 3 6 P X 3 6 P X 3 6

X 9 3 X 3 3
P X 9 P X 3 P P

3 3

P Z 2 P Z 2 1 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 0.9772 0.0456

        

       
           

    

             

      
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 اي تَسيلِ تَزيع ًرهال تقرية تَزيع دٍ جولِ -3-1

ٚ ػذغ  nسا ثب وٓ وشدٖ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ  n   ٚا٢ ثب دبسأششٞب٢  اٌش ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ دٚ خّٕٝ

سمؼ٥ٓ ٘ش٥دٝ ثٝ ا٘حشاف ٔؼ٥بس   1n ٓآٍ٘بٜ ا٤ٗ ٔشغ٥ش سلبدف٣  ، ثلٛسر اػشب٘ذاسد دسآٚس٤

 . داسا٢ سٛص٤غ ٘شٔبَ اػشب٘ذاسد خٛاٞذ ثٛد،  ثضسي ثبؿذ nاػشب٘ذاسد ؿذٜ ٚلش٣ وٝ 

  د٥شٚص٢آصٔب٤ؾ ػبدٜ ٔؼشمُ ٞش وذاْ ثب احشٕبَ   nٞب دس  ٘ـبٖ دٞٙذٜ سؼذاد د٥شٚص٢  Xاٌش  لض٥ٝ :

 : خٛا٥ٞٓ داؿز   n، ٚلش٣ وٝ  a < b ثبؿذ آٍ٘بٜ ثشا٢ ٞش 

 
 

 1,0N~
1n

nX
Z,n;xb~X




 

 ٤ب ثؼجبسر د٤ٍش :

 
   

X n
P a b b a

n 1

  
    
    

 

ساثغٝ وٝ دس  nشا٢ ٔمبد٤ش دس حبِز و٣ّ سمش٤ت ٘شٔبَ ث  101n  ٘ؼجشبً خٛة  وٙٙذ كذق ٣ٔ ،

 . وٙذ ػُٕ ٣ٔ

 20، ٔغّٛثؼز احشٕبَ ا٤ٙىٝ سؼذاد ؿ٥شٞب٢ ظبٞش ؿذٜ ثشاثش  ثبس دشسبة ؿٛد 40ٔثبَ : اٌش ٤ه ػىٝ ػبِٓ 

 . ثبؿذ

  حُ :  101n20n           ٜثبس دشسبة :  40دس   سؼذاد ؿ٥شٞب٢ ظبٞش ؿذX     

 ،  ا٢ ٤ه ٔشغ٥ش ٌؼؼشٝ ٚ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٘شٔبَ ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ د٥ٛػشٝ اػز چٖٛ ٔشغ٥ش سلبدف٣ دٚ خّٕٝ

 : سٛاٖ ثلٛسر ص٤ش ٘ٛؿز احشٕبَ ٔٛسد ٘ظش سا ٣ٔ
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   

   

     

19.5 20 X n 20.5 20
P X 20 P 19.5 X 20.5 P

10 n (1 ) 10

X n
P 0.16 0.16 0.16 0.16

n (1 )

0.16 1 0.16 0.5636 2 1 0.1272

    
           

  
           

        

 

 خٛاة دل٥ك ثشاثش اػز ثب :

  1254.0
2

1

20

40
20XP

40

















  

 

 ًداردًرهال استاتَزيع جدٍل  -2-1

 ؿٛد : دادٜ ٣ٔص٤ش دٚ كٛسر ٤ى٣ اص خذَٚ سٛص٤غ ٘شٔبَ اػشب٘ذاسد ٔؼٕٛلاً ثٝ 
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 پىجمفصل 

 

 متغيرَبی تصبدفي بب تًزيع تًأم
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 هقدهِ -3

. ثٝ ػٙٛاٖ ٔثبَ دس اسسجبط  ا٢ سؼش٤ف وشد ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ ص٤بد٢ سا ٥ٔشٛاٖ س٢ٚ ٤ه فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ

، ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ سا ٥ٔشٛاٖ ثٝ ػٙٛاٖ ٔدٕٛع ٔمبد٤ش ظبٞش ؿذٜ  ٤ه خفز سبعا٢ دشسبة  ثب فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ

ٚ ٤ب سفبضُ ٔمبد٤ش حبكّضشة ٥٘ض ٔشٙبظش ثب سا د٤ٍش٢ سلبدف٣  ٞب٢. ػلاٜٚ ثشآٖ ٥ٔشٛاٖ ٔشغ٥ش دس ٘ظشٌشفز

 س ٘ظش ٌشفز .ظبٞش ؿذٜ ٚ غ٥شٜ د

 

 تَزيع تَأم دٍ هتغير تصادفي -2

ٞب٣٤ ثب ٤ه خفز ٔشغ٥ش  ، ٤ؼ٣ٙ ثٝ ٚضؼ٥ز دشداص٤ٓ ٔشغ٥شٜ ٣ٔدس ا٤ٗ لؼٕز اثشذا ثٝ حبِز دٚ 

ا٤ٗ ثحث سا ثٝ  ػذغ.  و٥ٙٓ سٛخٝ ٣ٔ، ا٘ذ  ا٢ سٛأْ سؼش٤ف ؿذٜ سلبدف٣ وٝ ٕٞضٔبٖ س٢ٚ ٤ه فضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ

 .خٛا٥ٞٓ داد ، سؼ٥ٕٓ  حبِز چٙذ ٔشغ٥شٜ وٝ ٞش سؼذاد ٔشٙب٣ٞ اص ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ سا ؿبُٔ ٥ٔـٛد

 

 هتغير تصادفي گسستِتَزيع تَأم دٍ  -3-2

، سا ث٥ٍشد  yٔمذاس  x   ٚYٔمذاس  X، احشٕبَ ا٤ٙىٝ  دٚ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٌؼؼشٝ ثبؿٙذ  X  ٚYاٌش 

ثٝ كٛسر  yY,xXP   ثٙبثشا٤ٗ ٘ٛؿشٝ ٥ٔـٛد . yY,xXP   احشٕبَ اؿششان ٔشٙبظش ثب

xXد٥ـبٔذٞب٢    ٚyY  اػز . 

، سبثؼ٣ وٝ ثب  ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ ٌؼؼشٝ ثبؿٙذ X  ٚYاٌش  سؼش٤ف : yY,xXP)y,x(f  

ثشا٢ ٞش خفز ٔمذاس  y,x  دس ثشدX  ٚY سبثغ احشٕبَ سٛأْ ٤ب سٛص٤غ احشٕبَ سٛأْ  ؿٛد دادٜ ٣ٔ ،X  ٚY 

 . ؿٛد ٘ب٥ٔذٜ ٣ٔ
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سبثغ دٚ ٔشغ٥شٜ  لض٥ٝ : y,xf  فمظ ٚ فمظ ٚلش٣ ٥ٔشٛا٘ذ ثؼٙٛاٖ سبثغ احشٕبَ سٛأْ ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣X  ٚY 

 : ثىبس سٚد وٝ ٔمبد٤ش آٖ دس ؿشا٤ظ ص٤ش كذق وٙذ

ثٝ اصا٢ ٞش خفز ٔمذاس  (1 y,x  ٝدس حٛصٜ ٔشثٛع،  0y,xf  ثبؿذ . 

2)   
x y

1y,xf. 

، سبثغ سٛص٤غ  ؿٛد ، سبثؼ٣ وٝ ثلٛسر ص٤ش سؼش٤ف ٣ٔ ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ ٌؼؼشٝ ثبؿٙذ X  ٚYاٌش  ؼش٤ف :س

 .  ؿٛد ٘ب٥ٔذٜ ٣ٔ X  ٚYسٛأْ ٤ب سٛص٤غ سدٕؼ٣ سٛأْ 

 y,x;        
 


xs yt

t,sfyY,xXPy,xF 

وٝ دس آٖ  t,sf  ْسبثغ احشٕبَ سٛأX  ٚY  دس t,s اػز . 

 

 پيَستِتَزيع تَأم دٍ هتغير تصادفي  -2-2

 . ٥ٌش٤ٓ سا ثشا٢ حبِز د٥ٛػشٝ دس ٘ظش ٣ٔفٛق اِزوش حبَ ٔفب٥ٞٓ 

٤ه سبثغ دٚٔشغ٥شٜ ثب ٔمبد٤ش  سؼش٤ف : y,xf  ٝوٝ س٢ٚ كفحxy سبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ  سؼش٤ف ؿذٜ اػز ،

 داؿشٝ ثبؿ٥ٓ : xyاص كفحٝ  A، اٌش ٚ فمظ اٌش ثشا٢ ٞش ٘بح٥ٝ  ٘ب٥ٔذٜ ٥ٔـٛد X  ٚYٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣  سٛأْ

   
A

P X,Y A f x,y dxdy       

سبثغ دٚ ٔشغ٥شٜ  لض٥ٝ : y,xf  ٝسا ٥ٔشٛاٖ ثٝ ػٙٛاٖ سبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ سٛأْ ٤ه خفز ٔشغ٥ش سلبدف٣ د٥ٛػش

X ٚ Y دس كٛسس٣ وٝ ٔمبد٤ش آٖ دس ؿشا٤ظ ص٤ش كذق وٙذ : ثىبس ثشد ، 

1)   0y,xf   ثٝ اصا٢ x  ٚ y  . 

2)  f x,y dxdy 1

 

 

   . 

 

     irmgn.ir



 استبد : دكتر محمدي بيدهندي پنجم فصل درس تئىري احتمبلات

 73 

بثغ سٛص٤غ ، س ، سبثؼ٣ وٝ ثلٛسر ص٤ش دادٜ ؿذٜ اػز ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ د٥ٛػشٝ ثبؿٙذ X  ٚYاٌش  سؼش٤ف :

 ؿٛد : ٘ب٥ٔذٜ ٣ٔ X  ٚYسٛأْ 

     
y x

F x,y P X x,Y y f s, t dsdt ; x , y
 

           

وٝ دس آٖ  t,sf  ْچٍب٣ِ احشٕبَ سٛأX  ٚY  دس t,s اػز . 

 . ، ٥ٔشٛاٖ سبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ سٛأْ آٟ٘ب سا سؼ٥٥ٗ ٕ٘ٛدX  ٚYاصس٢ٚ سبثغ سٛص٤غ سٛأْ دٚ ٔشغ٥ش سلبدف٣ د٥ٛػشٝ 

٥ٝ : چٍب٣ِ سٛأْ سا دس سٕبْ ٘مبط لض y,x سٛاٖ سٛػظ  ، ٣ٔ وٝ ثٝ اصا٢ آٟ٘ب چٍب٣ِ سٛأْ د٥ٛػشٝ اػز

 ساثغٝ ص٤ش ثذػز آٚسد : 

   
2

f x,y F x,y
x y



 

 

 . ٥ٌش٤ٓ ؿٛد ثشاثش كفش ٣ٔ چٍب٣ِ سٛأْ سا ٞش خب وٝ ثب ساثغٝ ثبلا سؼش٤ف ٣ٕ٘

 ٛػشٝ(لض٥ٝ : )ثشا٢ حبِز ٌؼؼشٝ ٚ د٥

         122111222121 b,aFb,aFb,aFb,aFbYb,aXaP  

 

 اي )كٌاري( ّاي حاشيِ تَزيع -1-2

)وٝ ثٝ آٟ٘ب  Yٚ سبثغ احشٕبَ  X، سبثغ احشٕبَ  ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ ٌؼؼشٝ ثبؿٙذ X  ٚYسؼش٤ف : دسحبِش٣ وٝ 

 آ٤ٙذ : ثلٛسر ص٤ش ثذػز ٣ٔ X  ٚY، اص س٢ٚ سبثغ احشٕبَ سٛأْ  ٤ٌٛٙذ( ا٢ ٣ٔ سبثغ احشٕبَ وٙبس٢ ٤ب حبؿ٥ٝ

   yY,xXPy,xf   

     
y

X y,xfxXPxf  

     
x

Y y,xfyYPyf  
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ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ د٥ٛػشٝ ٚ  X  ٚYسؼش٤ف : اٌش  y,xf سٛاثغ  سبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ سٛأْ آٟ٘ب ثبؿذ ،

 آ٤ذ : ا٢( آٟ٘ب ثلٛسر ص٤ش ثذػز ٣ٔ چٍب٣ِ وٙبس٢ )حبؿ٥ٝ

   Xf x f x,y dy , x





    

   Yf y f x,y dx , y





    

 

 هتغير تصادفي nتَزيع تَأم  -1

 . ٔشغ٥ش سلبدف٣ سؼ٥ٕٓ داد nسٛاٖ ثٝ حبِز  ٞب٢ لج٣ّ ٔشثٛط ثٝ دٚ ٔشغ٥ش سلبدف٣ سا ٣ٔ سٕبْ سؼش٤ف

12nسؼش٤ف : اٌش  X,X,...,X  خٛا٥ٞٓ داؿز :، ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ ٌؼؼشٝ ثبؿٙذ 

   nn2211n21 xX,...,xX,xXPx,...,x,xf  

   

 
1 1 2 2 n n

1 2 n 1 1 2 2 n n

1 2 n i

s x s x s x

F x ,x ,...,x P X x , X x ,...,X x

f s ,s , ,s ; x , i 1,2, ,n
  

   

      

 

12nاٌش   سؼش٤ف : X,X,...,X خٛا٥ٞٓ داؿز : ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ د٥ٛػشٝ ثبؿٙذ ، 

 
n

n

1 2 n 1 2 n 1 2 n

E

P X ,X , ,X E f (x ,x , ,x )dx dx dx        

   
n n 1 2 1x x x x

1 2 n 1 2 n 1 2 nF x ,x ,...,x f t , t ,..., t dt dt ...dt


   

     

ثٝ اصا٢ :  n21 x,,x,x  . 

 ٣ خٛا٥ٞٓ داؿز :٥ٌش٢ خضئ ، ثب اػشفبدٜ اص ٔـشك ٚ ٕٞچ٥ٙٗ ٞش خب ٔـشمبر خضئ٣ ٚخٛد داؿشٝ ثبؿذ

   n21

n21

n

n21 x,...x,xF
x...xx

x,...,x,xf



 
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سه ٔشغ٥شٞب٢  ا٢ سه ٞب٢ حبؿ٥ٝ سٛا٥٘ٓ اص سٛص٤غ ، ٘ٝ سٟٙب ٣ٔ ٚلش٣ ثب ث٥ؾ اص دٚ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ػشٚوبس داس٤ٓ

  سا ٥٘ض خٛا٥ٞٓ داؿز . ا٢ سٛأْ چٙذ ٔشغ٥ش سلبدف٣  ٞب٢ حبؿ٥ٝ ، ثّىٝ سٛص٤غ سلبدف٣ كحجز و٥ٙٓ

12nثٝ ػٙٛاٖ ٕ٘ٛ٘ٝ اٌش  X,X,...,X 1ا٢  ، سبثغ احشٕبَ حبؿ٥ٝ ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ ٌؼؼشٝ ثبؿٙذX 

 ثبؿذ : ثلٛسر ص٤ش ٣ٔ

    
2 n

1
x x

n211X x,...,x,xfxf  

 ثبؿذ : ثلٛسر ص٤ش ٣ٔ 1X  ٚ2X  ٚ3Xا٢ سٛأْ  ٕٞچ٥ٙٗ سبثغ احشٕبَ حبؿ٥ٝ

    
4 n

321
x x

n21321X,X,X x,...,x,xfx,x,xf   

12nاٌش  X,X,...,X  ْٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ د٥ٛػشٝ ثب سبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ سٛأ n21 x,,x,xf  ثبؿٙذ  ،

ثٝ اصا٢  2Xا٢  چٍب٣ِ حبؿ٥ٝ 2x ثبؿذ : ثلٛسر ص٤ش ٣ٔ 

   
2X 2 1 2 n 1 3 nf x f x ,x ,...,x dx dx ...dx

 

 

   

ثٝ اصا٢  1X  ٚnXا٢ سٛأْ  ٕٞچ٥ٙٗ چٍب٣ِ حبؿ٥ٝ 1x  ٚ nx  ثلٛسر ص٤ش

 ثبؿذ : ٣ٔ

   
1 nX ,X 1 n 1 2 n 2 3 n 1f x ,x f x ,x ,...,x dx dx ...dx

 



 

   

 

لشف لّت   4آٚس ٚ  لشف خٛاة 2،  لشف آػذش٤ٗ 3ا٢ وٝ ٔحش٢ٛ  ٔثبَ : دٚ لشف ثٝ سلبدف اص ؿ٥ـٝ

آٚس  سؼذاد لشكٟب٢ آػذش٤ٗ ٚ لشكٟب٢ خٛاة٘ـبٖ دٞٙذٜ ثٝ سشس٥ت  X  ٚY. اٌش  و٥ٙٓ ا٘شخبة ٣ٔ ، اػز

 ، ٔغّٛثؼز :  ا٘شخبث٣ ثبؿٙذ

ة( ٔحبػجٝ   .X  ٚYاِف( ٔمبد٤ش احشٕبَ سٛأْ  1,1F . ٝا٢  ج( ٔمذاس احشٕبَ حبؿ٥X . 

     irmgn.ir



 استبد : دكتر محمدي بيدهندي پنجم فصل درس تئىري احتمبلات

 76 

2,1,0y              حُ :  ;       2,1,0x       ;         yY,xXPy,xf  

 اِف(

   
   

  36

6
0Y,0XP0,0f

9

2

4

2

2

0

3

0   

 
   

36

8

36
1,0f

4

1

2

1

3

0      
   

36

12

36
0,1f

4

1

2

0

3

1   

 
   

36

3

36
0,2f

4

0

2

0

3

2      
   

36

1

36
2,0f

4

0

2

2

3

0   

 
   

36

6

36
1,1f

4

0

2

1

3

1   

خٕغ س٢ٚ ػغشٞب 

 xXP  
2 1 0 

X 

Y 

36

15
 

36

1
 

36

8
 

36

6
 0 

36

18  
36

6
 

36

12
 1 

36

3
   

36

3
 2 

1 
36

1
 

36

14
 

36

21
 

خٕغ س٢ٚ ػشٟٛ٘ب 

 yYP  
 

  ة(

           
36

32

36

6

36

12

36

8

36

6
1,1f0,1f1,0f0,0f1Y,1XP1,1F 
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             ج(    
y

X y,xfxf 

   
36

15

36

1

36

8

36

6
y,0f0f

2

0y
X 



 

   
36

18

36

6

36

12
y,1f1f

1

0y
X 



 

   
0

X

y 0

3
f 2 f 2,y

36

   

 

 ص٤ش ثبؿذ :ثلٛسر  X  ٚYَ : اٌش سبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ سٛأْ ٔثب

   











0,جاهاساير

1x0,2y0,yxx
5

3

y,xf

 

  AY,XP   ٖسا وٝ دس آ 








 2y1,
2

1
x0y,xA د٥ذا و٥ٙذ اػز ، . 

   







 2Y1,

2

1
X0PAY,XP 

 
1 2 3

2 2 2
2

1 0 1 1

2

1
x3 3x y 3x 3y 1

x x y dxdy dy dy2
5 10 15 40 40

x 0

23y y 11

80180 40

   
       

   

 
   
 

   

 

 

 

 

 

     irmgn.ir



 استبد : دكتر محمدي بيدهندي پنجم فصل درس تئىري احتمبلات

 78 

 :ثلٛسر ص٤ش ثبؿذ  X  ٚYٔثبَ : اٌش چٍب٣ِ سٛأْ 

 


 


0,جاهاساير

1y0,1x0,yx
y,xf  

 . سا ثذػز آٚس٤ذ X  ٚYسبثغ سٛص٤غ سٛأْ 

 

    0y,xF0y,xf0y0ياx   

       
y

0

x

0
yxxy

2

1
dtdstsy,xF1y0,1x0  

       
1

0

x

0
1xx

2

1
dtdstsy,xF1y,1x0  

       
y

0

1

0
1yy

2

1
dtdstsy,xF1y0,1x  

     
1

0

1

0
1dtdstsy,xF1y,1x  

 

٥ٔشٛاٖ دس ٤ى٣ اص آٟ٘ب ، وشاٟ٘ب٢ ث٥ٗ ٞش دٚ ٘بح٥ٝ اص ا٤ٗ ٘ٛاح٣ سا  چٖٛ سٛص٤غ سٛأْ ٕٞٝ خب د٥ٛػشٝ اػز

 . ٔٙظٛس وشد

 

 

 

 




































1y,1x1

1y0,1x
1yy

2

1

1y,1x0
1xx

2

1

1y0,1x0
yxxy

2

1

0y0ياx0

y,xF  
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 : ثلٛسر ص٤ش دادٜ ؿذٜ ثبؿذ X  ٚYٔثبَ : اٌش سبثغ سٛص٤غ سٛأْ 

 
  


 




0جاهاساير

0y,0xe1e1
y,xF

yx

 

 2Y1,3X1P   سا ثذػز آٚس٤ذ . 

 ساٜ حُ اَٚ :

         

            074.0e1e1e1e1e1e1e1e1

1,3F2,1F1,1F2,3F2Y1,3X1P

13211123 




 

 

 ساٜ حُ دْٚ :

     0y,0xee.ey,xF
yx

yxyx
2




   

 
 



 




0جاهاساير

0y,0xe
y,xf

yx

 

    
2 3

(x y) 1 3 1 2

1 1
P 1 X 3 , 1 Y 2 e dxdy e e e e 0.074                
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 : ثلٛسر ص٤ش ثبؿذ 1X  ٚ2X  ٚ3Xٔثبَ : اٌش چٍب٣ِ احشٕبَ سٛأْ ػٝ ٔشغ٥ش سلبدف٣ 

 
 



 




0جاهاساير

0x,1x0,1x0exx
x,x,xf 321

x

21

321

3

 

اِف( 







 1X,1X

2

1
,

2

1
X0P  . آٚس٤ذ سا ثذػز 321

 . سا د٥ذا و٥ٙذ 1Xا٢  ٚ چٍب٣ِ حبؿ٥ٝ 1X  ٚ3Xا٢ سٛأْ  ة( چٍب٣ِ حبؿ٥ٝ

 اِف(

 

 

3

3 3

1
1 1

x2
11 2 3 1 2 1 2 3

0 0
2

1 1 1
x x 12

1 2 3 3
0 0

2

1 1
P 0 X , X 1 , X 1 x x e dx dx dx

2 2

1 x 1 1
e dx dx e dx 1 e 0.158

8 2 4 4



  

 
       

 

 
      

 

  

  

 

1x0ثٝ اصا٢   ة(  1   ٚ0x3     

   












1

0

x

12

x

2131X,X
33

31
e

2

1
xdxexxx,xf  

     
  











0

1

0 0 13

x

1323211X
2

1
xdxe

2

1
xdxdxx,x,xfxf 3

1
  

 











0جاهاساير

0x,1x0e)
2

1
x(

x,xf 31

x

1
31X,X

3

31
 

 










0جاهاساير

1x0)
2

1
x(

xf 11
1X1
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 تَزيع ّاي شرطي  -9

 ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ ٌؼؼشٝ ثبؿٙذ ، خٛا٥ٞٓ داؿز : X  ٚYاٌش  سؼش٤ف :

0)xX(P;
)xX(P

)yY,xX(P
)xX|yY(P)x|y(f

0)yY(P;
)yY(P

)yY,xX(P
)yY|xX(P)y|x(f

X|Y

Y|X













 

 

 خٛا٥ٞٓ داؿز :، ثبؿٙذ  y,x(f(ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ د٥ٛػشٝ ثب چٍب٣ِ سٛأْ  X  ٚYاٌش  سؼش٤ف :

0)x(f;
)x(f

)y,x(f
)x|y(f0)y(f;

)y(f

)y,x(f
)y|x(f X

X

X|YY

Y

Y|X  

 

ٚلش٣ ثب ث٥ؾ اص دٚ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ػشٚوبس داس٤ٓ ، خٛاٜ د٥ٛػشٝ ٚ خٛاٜ ٌؼؼشٝ ، ٣ٔ سٛا٥٘ٓ ا٘ٛاع ثؼ٥بس 

x,x,x,x(f(ٔشفبٚس٣ اص سٛص٤غ ٞب ٤ب چٍب٥ِٟب٢ ؿشع٣ سا دس ٘ظش ث٥ٍش٤ٓ . ثٝ ػٙٛاٖ ٕ٘ٛ٘ٝ اٌش  سبثغ  4321

1234بَ سٛأْ ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ ٌؼؼشٝ احشٕ X,X,X,X : ثبؿذ ،  ٥ٔشٛاٖ ٘ٛؿز 

)x,x,x(f

)x,x,x,x(f
)x,x,x|x(f

421X,X,X

4321
4213

421

 

x,x,x(f(وٝ دس آٖ  421X,X,X 421
124سبثغ احشٕب٣ِ حبؿ٥ٝ ا٢ سٛأْ   X,X,X . اػز 
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 استقلال هتغيرّاي تصادفي  -5

داؿشٝ  x ٚyفمظ اٌش ثشا٢ ٕٞٝ ٔمبد٤ش  ٞؼشٙذ ، اٌش ٚ ٔؼشمُ X ٚ Yسؼش٤ف : ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ ٌؼؼشٝ 

yY(P.)xX(P)yY,xX(P)y,x(f(                ثبؿ٥ٓ :  

داؿشٝ  x ٚyاٌش ٚ فمظ اٌش ثشا٢ ٕٞٝ ٔمبد٤ش  ،ٔؼشمُ ٞؼشٙذ  X  ٚYسؼش٤ف : ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ د٥ٛػشٝ 

y(f).x(f)y,x(f(                  ثبؿ٥ٓ : YX 

12nٔشغ٥ش سلبدف٣ ٌؼؼشٝ )د٥ٛػشٝ( n  شسؼش٤ف : اٌ X,X,...,X  سبثغ احشٕبَ سٛأْ )چٍب٣ِ احشٕبَ سٛأْ( ثب

)x,...,x,x(f n21  ُخٛا٥ٞٓ داؿز  ثبؿٙذٔؼشم ،: 

)x(f.)...x(f.)x(f)x,...,x,x(f nX2X1Xn21 n21
 

سا د٥ذا و٥ٙذ ٚ ػذغ   Y=y  ثٝ ؿشط Xٔثبَ : ثب سٛخٝ ثٝ چٍب٣ِ سٛأْ ص٤ش ، چٍب٣ِ ؿشع٣ 

)
2

1
Y|

2

1
X(P  . سا ٔحبػجٝ ٕ٘بئ٥ذ 











0

1y0,1x0)y2x(
3

2

)y,x(f  

1
2

1

X|Y Y
0

Y

2
3

X|Y
1

3

X|Y

1
21

2X|Y
1

2

1
2

0

f (x, y) 2 1
f (x | y) f (y) f (x, y)dx (x 2y)dx (1 4y)

f (y) 3 3

(x 2y) 2x 4y
f (x | y) , 0 x 1

(1 4y) 1 4y

2x 4y
, 0 x 1

1 4yf (x | y)

0

2x 4 2x 2
f (x | )

1 4 3

2x 2 51P(X | Y ) dx
2 3 12




     

 
   

 


 

 



  
 

 


   

 


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 ضطمفصل 

 

 خًاظ اميد ريبضي
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 اتعي از هتغيرّاي تصادفيَاهيد رياضي ت -3

ٓ ا٘ذ سؼ٥ٕ ٞبئ٣ وٝ ؿبُٔ دٚ ٤ب چٙذ ٔشغ٥ش سلبدف٣ سٛاٖ ثٝ ٚضؼ٥ز ٔفْٟٛ ا٥ٔذ س٤بض٣ سا ثٝ آػب٣٘ ٣ٔ

ثٛػ٥ّٝ ٔؼبدِٝ  X,Yٔشغ٥ش٢ سلبدف٣ ثبؿذ وٝ ٔمبد٤شؽ ثٝ ٔمبد٤ش دٚ ٔشغ٥ش سلبدف٣  Zداد. ثشا٢ ٕ٘ٛ٘ٝ اٌش 

Z=g(X,Y)  آٍ٘بٜ لض٥ٝ ص٤ش سا خٛا٥ٞٓ داؿز : ، ٔشثٛط اػز 

 ، ثبؿذ (x,y)ٔمذاس سبثغ احشٕبَ سٛأْ آٟ٘ب دس  f(x,y)ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ ٌؼؼشٝ ثٛدٜ ٚ  X,Yلض٥ٝ : اٌش 

 آٍ٘بٜ : 

     
x y

E[g X,Y ] g x,y .f x,y 

 خٛا٥ٞٓ داؿز :  ،ذٙثبؿ f(x,y)ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ د٥ٛػشٝ ثب سبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ سٛأْ  ٥٘ٚX,Yض اٌش 

     E g X,Y g x,y .f x,y dx dy
 

 
     

 .  سٛاٖ ثشا٢ سٛاثؼ٣ اص ٞش سؼذاد ٔشٙب٣ٞ ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ سؼ٥ٕٓ داد ا٤ٗ لض٥ٝ سا ٣ٔ

12nلض٥ٝ : اٌش  c,c,...,c بد٤ش ثبثز ثبؿٙذ ، آٍ٘بٜ : ٔم 

 
n n

i i 1 2 k i i 1 2 k

i 1 i 1

E c g (X ,X ,...,X ) c E g X ,X ,...,X
 

 
    

 
  

 

ثلٛسر ص٤ش ثبؿذ ٔمذاس ٔٛسد  ا٘شظبس  X ٚYٔثبَ : اٌش سبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ سٛأْ   3Y/XY,Xg   سا

 .  د٥ذا و٥ٙذ

 
 











0سايرجاها

2y1,1x0y2x
7

2

y,xf  

 
 2 1 2

3

3 3 21 0 1

2x x 2y 2 1 1 15
E X / Y dx dy dy

7y 7 3y y 84

  
    

 
    
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 ٓ داؿز : آٍ٘بٜ خٛا٥ٞ، ثبؿذ  g(X,Y)= X + Yاٌش لض٥ٝ : 

     YEXEYXE  

 اثجبر ) ثشا٢ حبِز د٥ٛػشٝ (  :

       

     

E X Y x y f x,y dxdy xf x,y dydx

yf x,y dxdy x f x,y dy dx y f x,y dx dy

   

   

     

     

    

    
      

   

     

 

       X Yx.f x dx y.f y dy E X E Y
 

 
     

 لض٥ٝ :

       n21n21 XE....XEXEX...XXE  

 خٛا٥ٞٓ داؿز :  g  ٚh، آٍ٘بٜ ثشا٢ ٕٞٝ سٛاثغ  دٚ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٔؼشمُ ثبؿٙذ X  ٚYلض٥ٝ : اٌش 

          YhE.XgEYh.XgE  

 . اثجبر ثٝ ػٙٛاٖ سٕش٤ٗ

12nلض٥ٝ : اٌش  X,X,....,X آٍ٘بٜ خٛا٥ٞٓ داؿز : ، ذ ٙٔؼشمُ ثبؿ 

       n21n21 XE....XE.XEX....XXE  
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    هتغيرّاي تصادفيٍارياًس هجوَع  ٍكٍَارياًس  -2

ئٝ ٕٞب٘غٛس وٝ ا٥ٔذ س٤بض٣ ٚ ٚاس٤ب٘غ ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ، اعلاػبس٣ سا دسثبسٜ ٔشغ٥ش سلبدف٣ اسا

 .  .وٛٚاس٤ب٘غ ث٥ٗ دٚ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٥٘ض اعلاػبس٣ سا دس ٔٛسد ساثغٝ ث٥ٗ دٚ ٔشغ٥ش سلبدف٣ اسائٝ ٥ٔذٞذ دٞٙذ ٣ٔ

وٝ ثب  X  ٚYسؼش٤ف : وٛٚاس٤ب٘غ ث٥ٗ دٚ ٔشغ٥ش سلبدف٣  Y,XCov  ٤بY,X ؿٛد ٕ٘ب٤ؾ دادٜ ٣ٔ ، 

  ػجبسسؼز اص : 

        YEYXEXEY,XCov Y,X  

 سش :  ٤ب ثٝ كٛسر ػبدٜ

          
             

     YE.XEXYE

YEXEYEXEYEXEXYE

YEXEYXEXYEXYEY,XCov







 

ؿٛد وٝ  ٘ش٥دٝ ٣ٔثبؿٙذ ٔؼشمُ  XٚY اٌش   0Y,XCov   .  ثشلشاس ٥٘ؼز٥ٕٞـٝ أب ػىغ ٔغّت  . 

 : ( خٛاف وٛٚاس٤ب٘غ)لض٥ٝ 

1)    X,YCovY,XCov    

2)    XVarX,XCov   

3)   )Y,X(Cov.aY,aXCov   

4)  
 








 n

1i

m

1j
ji

m

1j
j

n

1i
i Y,XCovY,XCov  

 . ٌشدد ثب اػشفبدٜ اص خٛاف وٛٚاس٤ب٘غ ساثغٝ ص٤ش ثٝ ساحش٣ اثجبر ٣ٔ

 لض٥ٝ : ٚاس٤ب٘غ ٔدٕٛع ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ ثلٛسر ص٤ش خٛاٞذ ثٛد :

)X,X(Cov2)X(Var)X(Var ji

n

1i ji

i

n

1i

i  
 

 
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 ضرية ّوثستگي  -3-2

 :  د٥ٞٓ سا ثلٛسر ص٤ش ٘ـبٖ ٣ٔ  X,Yضش٤ت ٕٞجؼش٣ٍ دٚ ٔشغ٥ش سلبدف٣ 

0)Y(Var,0)X(Var
.)Y(Var.)X(Var

)Y,X(Cov
)Y,X(

YX

Y,X





 

Y,X(1(1سٛاٖ ٘ـبٖ داد وٝ   ثؼبد٣ٌ ٣ٔ  . 

 -1+ ٤ب 1ثٝ  Y,X((دٞذ. ٘ضد٤ه ثٛدٖ  سا ٘ـبٖ ٣ٔ X,Yضش٤ت ٕٞجؼش٣ٍ ٥ٔضاٖ ٚخٛد ساثغٝ خغ٣ ث٥ٗ 

چ٥ٙٗ خٛد ٚ، دس حب٥ِىٝ ٔمذاس ٘ضد٤ه ثٝ كفش ث٥بٍ٘ش ػذْ  اػز X ٚYث٥بٍ٘ش ٚخٛد ساثغٝ خغ٣ ث٥ٗ 

٥٘ض افضا٤ؾ  Yافضا٤ؾ ٤بثذ ٔمذاس  Xث٥بٍ٘ش آٖ اػز وٝ ٚلش٣ ٔمذاس  Y,X((. ٔمذاس ٔثجز  ا٢ اػز ساثغٝ

وبٞؾ  Yص٤بد ؿٛد ٔمذاس  Xث٥بٍ٘ش آٖ اػز وٝ ٚلش٣ ٔمذاس  Y,X((. دس حب٥ِىٝ ٔمذاس ٔٙف٣  ٤بثذ ٣ٔ

 .  ٤بثذ ٣ٔ

 

 ي اهيد رياضي شرط -1

yYxX(P)yx(f(ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ ٌؼؼشٝ ٚ  X ٚYسؼش٤ف : اٌش 
YX

  سبثغ احشٕب٣ِ ؿشع٣

X  ثٝ ؿشطY=y ا٥ٔذ ؿشع٣  ثبؿذ ،u(X)  ثٝ ؿشطY=y  : ثشاثش اػز ثب 


x

YX
)yx(f).x(u]yY)X(u[E  

yx(f(ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ د٥ٛػشٝ ٚ  X  ٚYٕٞچ٥ٙٗ اٌش 
YX

 Y=yثٝ ؿشط  Xچٍب٣ِ احشٕبَ ؿشع٣  

 ثشاثش اػز ثب :  Y= y ثٝ ؿشط  u(X)ثبؿذ، ا٥ٔذ ؿشع٣ 

  



 dx)yx(f).x(uyY)X(uE

YX
 

آ٤ذ وٝ آٖ  ثذػز ٣ٔ Y=yثٝ ؿشط  Xثبؿذ، ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ؿشع٣ ٔشغ٥ش سلبدف٣  u(X)=Xاٌش دس سؼش٤ف فٛق 

yYX(E(سا ثلٛسر 
yX

 د٥ٞٓ ٕ٘ب٤ؾ ٣ٔ  . 
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 ٍارياًس شرطي  -9

 :  ثشاثش اػز ثب Y=yثٝ ؿشط  Xٚاس٤ب٘غ ؿشع٣ 

 22 )yY|X(E)yY|X(E)yY|X(Var  

، ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ؿشع٣ ٚ ٚاس٤ب٘غ ؿشع٣  ثلٛسر ص٤ش ثبؿذ X ٚYٔثبَ : اٌش سبثغ چٍب٣ِ سٛأْ دٚ ٔشغ٥ش سلبدف٣ 

X  ثٝ ؿشط
2

1
Y  سا د٥ذا و٥ٙذ  . 











0

1y0,1x0;)y2x(
3

2

)y,x(f 

 :  ٝ كٛسر ص٤ش ثذػز آٚسدٜ ا٤ٓسا ث Y=yثٝ ؿشط  X: لجلاً چٍب٣ِ ؿشع٣  حُ

             















0

1x0;
y41

y4x2

)yx(f Y1X 











0

1x0;)1x(
3

2

)
2

1x(f Y1X 

9

5
dx)1x(x

3

2
)

2
1|X(E

1

0
   

18

7
dx)1x(x

3

2
)

2
1|X(E

1

0

22    

162

13
)

9

5
(

18

7
)

2
1|X(Var 2   
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  گشتاٍرّا -5

 .  ب٤ذ ٘بْ ثشد، اص ٌـشبٚسٞب٢ ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ ث ث٥ٗ ا٥ٔذٞب٢ س٤بض٣ وٝ دس آٔبس ا٥ٕٞز خبك٣ داس٘ذ

 .  اػز rX. ا٥ٔذ س٤بض٣  ٘ـبٖ دادٜ ٣ٔ ؿٛد rوٝ ثب  Xا٥ٔٗ ٌـشبٚس حَٛ ٔجذأ ٔشغ٥ش سلبدف٣  r:  سؼش٤ف

r                  ؛  …,r = 0,1,2 ٌؼؼشٝ اػز  Xٚلش٣  r

r
x

E(X ) x .f (x)    

 ؛   …,r = 0,1,2 د٥ٛػشٝ اػز  Xٚلش٣ 



 dx)x(f.x)X(E rr

r 

 )X(E)X(E1)1(E)X(E 2

21

0

0   

، ا٥ٔذ س٤بض٣  ٘ـبٖ ٣ٔ د٥ٞٓ rوٝ آٖ سا ثب  Xاْ حَٛ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٔشغ٥ش سلبدف٣  r: ٌـشبٚس  سؼش٤ف

r)X(  اػز  . 

               ؛  …,r = 0,1,2 زٌؼؼشٝ اػ Xٚلش٣   )x(f.)x()X(E r

x

r

r   

        ؛  …,r = 0,1,2 د٥ٛػشٝ اػز Xٚلش٣   



 dx)x(f.)x()X(E rr

r

   )X(Var)X(E0)X(E)X(E 2

21  

 

  ّاتاتع هَلد گشتاٍر -3-5

ٌشچٝ ٌـشبٚسٞب٢ ث٥ـشش سٛص٤غ ٞب سا ٥ٔشٛاٖ ٔؼشم٥ٕبً ثب ٔحبػجٝ ا٘شٍشاِٟب ٤ب ٔدٕٛػٟب٢ لاصْ ٔؼ٥ٗ 

 . اػشفبدٜ ٣ٔ ٌشدد ٞبآٖ اص سبثغ ِٔٛذ ٌـشبٚس، ٣ِٚ ؿ٠ٛ٥ د٤ٍش٢ ٥٘ض ٚخٛد داسد وٝ دس  وشد

 : دس كٛسر ٚخٛد ػجبسر اػز اص X: سبثغ ِٔٛذ ٌـشبٚسٞب٢ ٔشغ٥ش سلبدف٣  سؼش٤ف

  ذثبؿ f(x) احشٕبَثب سبثغ ٌؼؼشٝ  Xٚلش٣ 
x

txtX

X )x(f.e)e(E)t(M  

dx)x(f.e)e(E)t(M  ثبؿذ f(x)د٥ٛػشٝ ثب سبثغ چٍب٣ِ  Xٚلش٣  txtX

X 



  
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rr         :  لض٥ٝ

X

r

0tdt

)t(Md



 

 .  سا ثشا٢ ثؼض٣ اص سٛص٤غ ٞب٢ اػشب٘ذاسد ٔحبػجٝ ٣ٔ و٥ٙٓ ٞبحبَ سبثغ ِٔٛذ ٌـشبٚس

 :  سٛص٤غ دٚ خّٕٝ ا٢ ثلٛسر ص٤ش اػز ٞب٢: سبثغ ِٔٛذ ٌـشبٚس لض٥ٝ

 nt

X )1e(1)t(M  

 :  اثجبر

xnxt
n

0x

xnxtx
n

0x
X )1()e(

x

n
)1(

x

n
e)t(M 
























 

وٝ ا٤ٗ ٕٞبٖ ثؼظ دٚ خّٕٝ ا٢  nt )1(e  اػز . 

   ntnt

X )1e(1)1(e)t(M  

 

 :  : سبثغ ِٔٛذ ٌـشبٚسٞب٢ سٛص٤غ دٛاػٖٛ ثلٛسر ص٤ش اػز لض٥ٝ

t(e 1)

XM (t) e   

 :  اثجبر

)1e(e
xt

0x

x
tx

0x
X

tt

ee.e
!x

)e(
e

!x

e.
.e)t(M 

















 

 

 :  ثلٛسر ص٤ش اػز : سبثغ ِٔٛذ ٌـشبٚس سٛص٤غ ٕ٘ب٣٤ ثب دبسأشش  لض٥ٝ

XM (t) , t
t


  
 

 

 :  اثجبر

tX tx x ( t)x

X
0 0

M (t) E(e ) e . e dx e dx
t

 
   

     
   ; t   
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 :  : سبثغ ِٔٛذ ٌـشبٚسٞب٢ سٛص٤غ ٘شٔبَ ثلٛسر ص٤ش اػز لض٥ٝ

2 2t
( t )

2
XM (t) e


 

  

 . اثجبر ثٝ ػٙٛاٖ سٕش٤ٗ

 :  ٣ آ٤ذثلٛسر ص٤ش ثذػز ٔ Zثٙبثشا٤ٗ سبثغ ِٔٛذ ٌـشبٚسٞب٢ ٔشغ٥ش سلبدف٣ ٘شٔبَ اػشب٘ذاسد 

2

t

Z

2

e)t(M)1,0(N~Z  

 

 :  سا ٣ٔ سٛاٖ ثلٛسر لض٥ٝ ص٤ش ث٥بٖ وشد ٞبثشخ٣ اص خٛاف سبثغ ِٔٛذ ٌـشبٚس

 :  ، داس٤ٓ ٔمذاس٢ ثبثز ثبؿذ a: اٌش  لض٥ٝ

1) )t(M.e]e[E)t(M X

att)aX(

aX  

    

2) )at(M)e(E)t(M X

aXt

aX    

3) )t(F)t(F)t(M)t(M YXYX    

 

   تَأم ّايد گشتاٍرگشتاٍرّاي حاصلضرتي ٍ تاتع هَل -2-5

٘ـبٖ دادٜ  s,rوٝ ثب  X  ٚYا٥ٔٗ ٌـشبٚس حبكّضشث٣ حَٛ ٔجذأ ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣  sا٥ٔٗ ٚ  r:  سؼش٤ف

X ، ا٥ٔذ س٤بض٥ٔ٣ـٛد 
r
 Y

s ٤ؼ٣ٙ اػز .  : 

y,x(f.yx)YX(E(    ٌؼؼشٝ ا٘ذ X  ٚYٚلش٣  sr

yx

sr

s,r  

dxdy)y,x(f.yx)YX(E  د٥ٛػشٝ ا٘ذ X  ٚYٚلش٣  srsr

s,r 







 

)Y(E1,0             )X(E0,1  
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 s,rحَٛ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٞب٤ـبٖ وٝ ثب  X  ٚYا٥ٔٗ ٌـشبٚس حبكّضشث٣ دٚ ٔشغ٥ش سلبدف٣  sا٥ٔٗ ٚ  r:  سؼش٤ف

 :  ثلٛسر ص٤ش ثذػز ٣ٔ آ٤ذ، ٘ـبٖ دادٜ ٥ٔـٛد 

r s

r,s X YE (X ) (Y )      

  )Y,X(Cov)Y)(X(E YX1,1  

e(E)t,t(M(: سبثغ   سؼش٤ف
YtXt

21Y,X
21 

   ْسبثغ ِٔٛذ ٌـشبٚس سٛأX  ٚY ٘ب٥ٔذٜ ٣ٔ ؿٛد  . 

 :  لض٥ٝ

j,i

21

21Y,Xj

2

i
1

ji

0t,t
)t,t(M

tt




 
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وٕه و٥ٙٓ وٝ ٔب سا دس ٤بفشٗ وشاٖ ثبلا ٤ب وشاٖ دب٥٤ٗ ثشخ٣ احشٕبلار  دس ا٤ٗ فلُ لضب٤ب٣٤ سا ٔغشح ٣ٔ

 . ٣ٔ وٙٙذ

 ًاهساٍي هاركَف  -3 

 :  داس٤ٓ c، آٍ٘بٜ ثشا٢ ٞش ثبثز ٔثجز  ثبؿذ ٤Xه سبثغ غ٥شٔٙف٣ اص ٔشغ٥ش سلبدف٣  u(X)اٌش لض٥ٝ : 

 
c

)]X(u[E
c)X(uP  

  ًاهساٍي چثيشف -2

0kثبؿذ، آٍ٘بٜ ثشا٢ ٞش  2ٚ ٚاس٤ب٘غ ٔشٙب٣ٞ  ٤ه ٔشغ٥ش سلبدف٣ ثب ٥ٔب٥ٍ٘ٗ  Xٝ : اٌش ٥لض   ٓخٛا٥ٞ

 :  داؿز

 
2

2

k
kXP


 

 :  ٘بٔؼب٢ٚ چج٥ـف ٔؼٕٛلاً ثٝ چٙذ كٛسر ص٤ش ٕ٘ب٤ؾ دادٜ ٥ٔـٛد وٝ ٣ٍٕٞ ٔؼبدَ ٤ىذ٤ٍش ٣ٔ ثبؿٙذ

2k

1
)k|X(|P       

2

2

k
)k|X(|P


 

2

2

k
1)kXk(P


     

2

2

k
1)k|X(|P


 

ٚ چج٥ـف دس ا٤ٗ اػز وٝ ٞشٌبٜ فمظ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٚ ٤ب ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٚ ٚاس٤ب٘غ سٛص٤ؼ٣  ا٥ٕٞز ٘بٔؼب٤ٟٚب٢ ٔبسوٛف

سٛص٤غ ٔؼّْٛ ٘ٛع  اٌشضح اػز وٝ  ٚا. اِجشٝ  شٛاٖ وشاٟ٘ب٣٤ سا س٢ٚ ٔمبد٤ش احشٕبَ سؼ٥٥ٗ ٕ٘ٛد٥ٔٔؼّْٛ ثبؿٙذ 

 . ٔٛسد ٘ظش دل٥مبً لبثُ ٔحبػجٝ ٞؼشٙذ، آٍ٘بٜ احشٕبَ ٞب٢  ثبؿذ
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، ٤ه ٔشغ٥ش  ٔثبَ : فشم و٥ٙذ ٣ٔ دا٥٘ٓ وٝ سؼذاد ٔحلٛلار س٥ِٛذ ؿذٜ دس ٤ه وبسخب٘ٝ دس عَٛ ٞفشٝ

 .  اػز 50سلبدف٣ ثب ٥ٔب٥ٍ٘ٗ 

 ثبؿذ چٝ ٣ٔ سٛاٖ ٌفز؟  75اِف( دس اسسجبط ثب احشٕبَ ا٤ٙىٝ س٥ِٛذ ٔحلَٛ ٤ه ٞفشٝ ٔؼ٥ٗ ث٥ؾ اص 

 40ثبؿذ، آٍ٘بٜ دس ٔٛسد احشٕبَ ا٤ٙىٝ ٔحلَٛ ٤ه ٞفشٝ ٔؼ٥ٗ ث٥ٗ  25س٥ِٛذ ٞفش٣ٍ ثشاثش ة( اٌش ٚاس٤ب٘غ 

 ثبؿذ چٝ ٥ٔشٛاٖ ٌفز؟  60ٚ 

X  ٝسؼذاد ٔحلَٛ س٥ِٛذ٢ وبسخب٘ٝ دس ٤ه ٞفش : 

 اِف( ثب سٛخٝ ثٝ ٘بٔؼب٢ٚ ٔبسوٛف

3

2

75

50

75

)X(E
)75X(P   

 ة( ثب سٛخٝ ثٝ ٘بٔؼب٢ٚ چج٥ـف 

75.0
100

25
1)1050X10(P)60X40(P   

 . اػز 75.0ثبؿذ، حذالُ ثشاثش  60ٚ  40دغ احشٕبَ ا٤ٙىٝ س٥ِٛذ ٤ه ٞفشٝ ٔؼ٥ٗ ث٥ٗ 

 

 ًوًَِ تصادفي -1

٥٤ٌٛٓ سـى٥ُ ٤ه  ، ٣ٔ ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ ٔؼشمُ ٚ ٞٓ سٛص٤غ ثبؿٙذ Xn , …, X2 , X1سؼش٤ف : اٌش 

 .  ؿٛد ٣ٔدٞٙذ وٝ سٛػظ سٛص٤غ ٔـششن آٟ٘ب ٔـخق  ٣ سا ٣ٔٞا٢ ٘بٔشٙب ٕ٘ٛ٘ٝ سلبدف٣ اص خبٔؼٝ

x,...,x,x(f(اٌش  n21 ٝ٘ٛؿزسٛاٖ  ، ٣ٔ ا٢ اص ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ ثبؿذ ٔمذاس سٛص٤غ سٛأْ چ٥ٙٗ ٔدٕٛػ  : 





n

1i
in21 )x(f)x,...,x,x(f 

x(f(وٝ دس آٖ  i  ٔمذاس سٛص٤غ خبٔؼٝ دسxi اػز  . 
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ذ آٍ٘بٜ ا٢ سلبدف٣ سا سـى٥ُ دٞٙ ٕ٘ٛ٘ٝ Xn , …, X2 , X1: اٌش  سؼش٤ف
n

X

X

n

1i
i

 ٕٝ٘ٛ٘ ٗا٢  ٥ٔب٥ٍ٘

 .  ؿٛد ٘ب٥ٔذٜ ٣ٔ

د٘جبِٝ ا٢ اص ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ ٔؼشمُ ثب سٛص٤غ  Xn , …, X2 , X1اٌش   : قضيِ )قاًَى اعداد تسرگ(

٤)X(Eىؼبٖ ٚ ثب ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٔشٙب٣ٞ  i 0. آٍ٘بٜ ثشا٢ ٞش  ثبؿٙذ ٥ٞٓ داؿزخٛا  : 

0|
n

X...XX
|Plim n21 











 

n  
 . ٤ؼ٣ٙ ٚلش٣ سؼذاد اػضب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ ص٤بد ؿٛد دس ٘ش٥دٝ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٕ٘ٛ٘ٝ ثشاثش ٥ٔب٥ٍ٘ٗ خبٔؼٝ ٣ٔ ٌشدد

ٚ  ٣ سا سـى٥ُ دٞٙذ وٝ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ آٖ ٞا٢ ٘بٔشٙب ا٢ سلبدف٣ اص خبٔؼٝ ٕ٘ٛ٘ٝ Xn , …, X2 , X1لض٥ٝ : اٌش 

 . آٍ٘بٜ :  اػز  2ٚاس٤ب٘غ آٖ 

n
)X(Var)X(E

2
 

 

ا٢ ٘بٔشٙب٣ٞ سا سـى٥ُ دٞٙذ وٝ  ا٢ سلبدف٣ اص خبٔؼٝ ٕ٘ٛ٘ٝ  Xn , …, X2 , X1اٌش  : قضيِ حد هركسي

٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٕ٘ٛ٘ٝ ا٢ داسا٢ سٛص٤غ ٘شٔبَ اػشب٘ذاسد . دس ا٤ٗ كٛسر  اػز  2ٚ ٚاس٤ب٘غ   داسا٢ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ 

سٛص٤غ حذ٢ اػز . ثؼجبسر د٤ٍش ، 

n

X
Z




  ٚلش٣n  سٛص٤غ ٘شٔبَ اػشب٘ذاسد اػز  . 

ٚ ٚاس٤ب٘غ  ٗ ثب سٛص٤غ ٘شٔب٣ِ ثٝ ٥ٔب٥ٍ٘  X، سٛص٤غ  ثضسي ثبؿذ nدس ٚالغ ٚلش٣ 
n

2 سمش٤ت صدٜ ٥ٔـٛد  . 

30nدس ػُٕ ٚلش٣   ٥ٌش٢ اػشفبدٜ ٣ٔ ؿٛد ، اص ا٤ٗ سمش٤ت ثذٖٚ سٛخٝ ثٝ ؿىُ خبٔؼٝ ٔٛسد ٕ٘ٛ٘ٝ ثبؿذ  . 

٘شٔبَ خٛاٞذ  nكشفٙظش اص ا٘ذاصٜ  X، سٛص٤غ  ثبؿذ٥ٌش٢ ٘شٔبَ  خبِت سٛخٝ اػز وٝ ٚلش٣ خبٔؼٝ ٔٛسد ٕ٘ٛ٘ٝ

 لض٥ٝ ص٤ش سا خٛا٥ٞٓ داؿز : . ٤ؼ٣ٙ ثٛد
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 ، ثبؿذ  2ٚ ٚاس٤ب٘غ  اص خبٔؼٝ ٘شٔب٣ِ ثب ٥ٔب٥ٍ٘ٗ  ٥ٔnب٥ٍ٘ٗ ٤ه ٕ٘ٛ٘ٝ سلبدف٣ ثٝ ا٘ذاصٜ  Xلض٥ٝ : اٌش 

ٚ ٚاس٤ب٘غ  ا٢ آٖ ٘شٔبَ ثب ٥ٔب٥ٍ٘ٗ  ٥ٕٔٝ٘ٛ٘ب٥ٍ٘ٗ ٛص٤غ س
n

2  اػز  . 

 

ا٢ وٝ ٞش ثبس اص  ا٘ذ وٝ ٔمذاس ٘ٛؿبثٝ ٔثبَ : ٤ه دػشٍبٜ خٛدوبس فشٚؿٙذٜ ٘ٛؿبثٝ ٥ِٛا٣٘ سا عٛس٢ سٙظ٥ٓ وشدٜ

. ٔغّٛة  ٥ِشش اػز ٣ّ٥ٔ ٥ِ15شش ٚ ا٘حشاف ٔؼ٥بس  ٣ّ٥ٔ 200، ٔشغ٥ش٢ سلبدف٣ ثب ٥ٔب٥ٍ٘ٗ  آٖ خبسج ٣ٔ ؿٛد

اص آٖ خبسج  36ا٢ وٝ دس ٤ه ٕ٘ٛ٘ٝ سلبدف٣ ثٝ ا٘ذاصٜ  ( ٔمذاس ٘ٛؿبثٝ ٥ٔب٥ٍ٘ٗ اػز احشٕبَ ا٤ٙىٝ ٔشٛػظ )

 .  ٥ِشش ثبؿذ ٣ّ٥ٔ 204، حذالُ  ٣ٔ ؿٛد

 : حُ

36n15200     :       ٔمذاس ٘ٛؿبثٝ خبسج ؿذٜ دس ٞش ثبسX    

 Xٔشٛػظ ٔمذاس ٘ٛؿبثٝ خبسج ؿذٜ دس ٕ٘ٛ٘ٝ سلبدف٣ : 

5.2
6

15

n
200

XX



 

0548.0)6.1Z(P
5.2

200204

n

X
P)204X(P 






















 
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 هٌاتع ٍ هراجع

 دوشش احٕذ دبسػ٥بٖ –سشخٕٝ : دوشش ػ٣ّ ٕٞذا٣٘  سأ٥ِف : ؿّذٖٚ ساع  ٔجب٣٘ احشٕبَ -1

 ٔحٕذ لبػٓ ٚح٥ذ٢ اكُ –: ػ٣ّ ػ٥ٕذ٢ سشخٕٝ  سأ٥ِف : خبٖ فشٚ٘ذ  آٔبس س٤بض٣ -2

 سأ٥ِف : دوشش ػ٥ذ سم٣ اخٛاٖ ٥٘بو٣ ٘ظش٤ٝ احشٕبَ ٚ وبسثشد آٖ -3

 سشخٕٝ : غلأحؼ٥ٗ ٕٞذا٣٘      سأ٥ِف : ٞشِٚذ ج . لاسػٗ  ٘ظش٤ٝ احشٕبلار ٚ ٘ش٥دٝ ٥ٌش٢ آٔبس٢ -4

 ٝ : دوشش ٘ٛسٚص ا٤ضد دٚػشذاسا٥ِٛر سب٥٘غ     سشخٕ –احشٕبَ ٚ اػشٙجبط آٔبس٢     سأ٥ِف : ساثشر ٞبي  -5
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 پيًست

 

 ومًوٍ سؤالات امتحبوي
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سدٛح   2سٛح ػد٥بٜ اػدز ، خؼجدٝ دْٚ داسا٢     2سٛح ػف٥ذ ٚ  2ػٝ خؼجٝ ٚخٛد داسد وٝ خؼجٝ اَٚ داسا٢  -1

  سٛح ػ٥بٜ اػز . 3ػف٥ذ ٚ ٤ه سٛح ػ٥بٜ ٥ٔجبؿذ ، ٚ خؼجٝ ػْٛ داسا٢ ٤ه سٛح ػف٥ذ ٚ 

دف٣ ا٘شخبة وشدٜ ٚ اص داخدُ آٖ ٤ده سدٛح ثغدٛس سلدبدف٣ خدبسج ٔد٣ وٙد٥ٓ .         اِف ( ٤ه خؼجٝ ثغٛس سلب

 آ٘ىٝ ا٤ٗ سٛح ػف٥ذ ثبؿذ چمذس اػز ؟ احشٕبَ

 ة ( اٌش ثذا٥٘ٓ وٝ سٛح ا٘شخبث٣ ػف٥ذ ثٛدٜ ، احشٕبَ ا٤ٙىٝ خؼجٝ دْٚ ا٘شخبة ؿذٜ ثبؿذ چمذس اػز ؟

  داسا٢ سبثغ احشٕبَ ص٤ش اػز : Xٔشغ٥ش سلبدف٣  -2

4,3,2,1,0x;
95

x25
)x(f

2




 

(اِف ( 
2

5
X

2

1
(P  . 10(ة (   سا ثذػز آٚس٤ذX2(E  . سا ثذػز آٚس٤ذ 

   ثلٛسر ص٤ش اػز : Xسبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ  -3











;0

2x0;)x2(x
4

3

)x(f

 

 سا ٔحبػجٝ و٥ٙذ . X(Var(ة (   سا ثذػز آٚس٤ذ . Xاِف ( سبثغ سٛص٤غ 

َ خشاث٣ ٤ى٣ اص ٔٛسٛسٞب٢ ٞٛاد٥ٕب٢ دس حبَ دشٚاص ثشاثش احشٕب -4
4

اػز . فشم و٥ٙذ وٝ ٞش ٔٛسٛس ثغٛس  1

ٔؼشمُ اص د٤ٍش ٔٛسٛسٞب وبس ٥ٔىٙذ . اٌش ثذا٥٘ٓ ٤ه ٞٛاد٥ٕب٢ دس حبَ دشٚاص ٔٛلؼ٣ ػمٛط ٥ٔىٙذ وٝ حذالُ 

سٛسٜ ٔغٕئٗ سدش اػدز ٤دب ٤ده ٞٛاد٥ٕدب٢ چٟدبس       ٘لف سؼذاد ٔٛسٛٞب٤ؾ اص وبس ث٥بفشذ ، ٤ه ٞٛاد٥ٕب٢ دٚ ٔٛ

 ٔٛسٛسٜ ؟

سٛح اص ظشف ا٘شخبة ٣ٔ و٥ٙٓ . اٌش ٤ده   2سٛح ػ٥بٜ اػز . ثٝ سلبدف  2سٛح ػف٥ذ ٚ  4ظشف٣ ؿبُٔ  -5

سٛح ػف٥ذ ٚ ٤ه سٛح ػ٥بٜ ثبؿذ ، آصٔدب٤ؾ سا ٔشٛلدف ٔد٣ وٙد٥ٓ ؛ دس غ٥دش ا٤ٙلدٛسر سٛدٟدب سا ثدٝ ظدشف          

ا٘شخبة ٣ٔ و٥ٙٓ . ا٤ٗ آصٔب٤ؾ آ٘مذس سىشاس ٥ٔـٛد سب ثٝ ٘ش٥دٝ ٔغّٛة  سٛح ثٝ سلبدف 2ثشٌشدا٘ذٜ ٚ دٚثبسٜ 

 ػب٤ش خبٞب
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ثشػ٥ٓ ) ٤ه سٛح ػف٥ذ ٚ ٤ه سٛح ػ٥بٜ ثبؿذ ( . احشٕبَ ا٤ٙىٝ دس ػ٥ٔٛٗ آصٔب٤ؾ ثٝ ٘ش٥دٝ ٔغّٛة ثشػ٥ٓ ، 

 چمذس اػز ؟

              بؿذ .سؼذاد خشاث٥ٟب٢ ٤ه دػشٍبٜ چبدٍش داسا٢ سٛص٤غ دٛاػٖٛ ثب ٔشٛػظ دٚ ثبس خشاث٣ دس ٔبٜ ٥ٔج -6

 اِف ( احشٕبَ ا٤ٙىٝ ا٤ٗ چبدٍش دس ؿؾ ٔبٜ حذالُ دٚ ثبس خشاة ؿٛد ، چمذس اػز ؟

 ة ( احشٕبَ ا٤ٙىٝ ا٤ٗ چبدٍش دس دٚ ٔبٜ وٕشش اص ػٝ ثبس خشاة ؿٛد ، چمذس اػز ؟ 

ب٘ٝ سلدبدف دس ؿدج   3چٙب٘چٝ ٚلٛع سلبدفبر اسٛٔج٥ُ دس ٤ه اسٛثبٖ ، ٤ه فشآ٤ٙذ دٛاػٖٛ ثدب ٘دشخ ٚلدٛع     -7

 سٚص ثبؿذ :

 سلبدف سخ دٞذ ، چمذس اػز ؟ 2اِف ( احشٕبَ ا٤ٙىٝ دس ٤ه ؿجب٘ٝ سٚص حذالُ 

 ػبػز ثبؿذ ، چمذس اػز ؟ 8ة ( احشٕبَ ا٤ٙىٝ فبكّٝ صٔب٣٘ ث٥ٗ دٚ سلبدف ٔشٛا٣ِ حذالُ 

ػدبػز ددغ    4ػبػز ثبؿذ ، چٙب٘چٝ  8ج ( احشٕبَ ؿشع٣ ا٤ٙىٝ فبكّٝ صٔب٣٘ ث٥ٗ دٚ سلبدف ٔشٛا٣ِ حذالُ 

 ص ٚلٛع سلبدف لج٣ّ ، ٞٙٛص سلبدف د٤ٍش٢ سخ ٘ذادٜ ثبؿذ ، چمذس اػز ؟ا

   سٚص اػز وٝ داسا٢ سٛص٤غ ٘شٔبَ ٥ٔجبؿذ . 45عَٛ ػٕش وذؼِٟٛب٢ ٌبص ثغٛس ٔشٛػظ  -8

سٚص ثشا٢  6خب٘ٛاس اص ا٤ٗ وذؼِٟٛب خش٤ذٜ ثبؿٙذ . ثب دس ٘ظش ٌشفشٗ ا٘حشاف ٔؼ٥بس  15000اِف ( فشم و٥ٙذ 

 سٚص وبس ٣ٕ٘ وٙٙذ ؟ 40ب اص ا٤ٗ وذؼِٟٛب ث٥ـشش اص ا٤ٗ سٛص٤غ ، چٙذ س

وٕشدش ٘جبؿدذ ، ٔدبوض٤ٕٓ ا٘حدشاف ٔؼ٥دبس       0.9اص   سٚص 50سدب   40ة ( اٌش ثخٛا٥ٞٓ احشٕبَ ػٕش وذؼَٛ ثد٥ٗ  

 چمذس ثب٤ذ ثبؿذ ؟

     ثلٛسر ص٤ش دادٜ ؿذٜ اػز : X  ٚYسبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ سٛأْ  -9



 




;0

0y,0x;e
)y,x(f

)yx(

 

YX(P(اِف (   . ة (    سا ثذػز آٚس٤ذ)aYaX(P  . سا ٔحبػجٝ و٥ٙذ 

ٞبػب٤ش خب  
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 سا ثذػز آٚس٤ذ . X=aثٝ ؿشط  Yج ( ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ؿشع٣ 

 ٔؼشمُ ٞؼشٙذ . X  ٚYد ( ٘ـبٖ د٥ٞذ وٝ ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣ 

 سا ثذػز آٚس٤ذ . Z=X+Yٜ ( سبثغ ِٔٛذ ٌـشبٚسٞب٢ 

ٚ  U=X+Yدف٣ ثبؿدٙذ ودٝ ثغدٛس سدٛأْ سٛص٤دغ ٥ٔـدٛ٘ذ . ٕٞچٙد٥ٗ        ٔشغ٥شٞب٢ سلب X  ٚYفشم و٥ٙذ  -10

V=X-Y . 2اٌش  سا دس ٘ظش ث٥ٍش٤ذ

Y

2

X   ٝ0ثبؿذ ، ٘ـبٖ د٥ٞذ وUV  . اػز  

 5ثبسش٢ ٔخلٛف داس٤ٓ وٝ عَٛ ػٕشؿبٖ ثغٛس ٔؼشمُ داسا٢ سٛص٤غ ٘شٔبَ ثب ٥ٔدب٥ٍ٘ٗ   16فشم و٥ٙذ  -11

ػبػز ٥ٔجبؿذ . ثبسش٢ ٞب ثٍٛ٘ٝ ا٢ دس ٤ه ٔذاس اِىشش٤ى٣ لشاس ٌشفشٝ ا٘ذ وٝ ثدب اص   2حشاف ٔؼ٥بس ػبػز ٚ ا٘

ػدبػز   84وبس افشبدٖ ٞش ٤ه اص آٟ٘ب ، ثبسش٢ د٤ٍش دس ٔذاس لشاس ٣ٔ ٥ٌشد . احشٕبَ ا٤ٙىدٝ ددغ اص ٌزؿدز    

 ٞٙٛص ٔذاس اِىشش٤ى٣ ثشلشاس ثبؿذ ، چمذس اػز ؟

٤ٗ ٞفشٝ ا٢ ٤ه ثبس ثٙض٤ٗ س٤خشٝ ٥ٔـدٛد . فدشم و٥ٙدذ ٔمدذاس فدشٚؽ      دس ٔخضٖ ٤ه خب٤ٍبٜ فشٚؽ ثٙض -12

 ثب سبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ ص٤ش ثبؿذ : Xثٙض٤ٗ دس ا٤ٗ خب٤ٍبٜ دس ٞفشٝ )ثٝ ٞضاس ٥ِشش( ، ٔشغ٥ش سلبدف٣ 

45(1 x) ; 0 x 1
f (x)

0 ;

   
 
 

٥ِشدش ثبؿدذ ٤ؼٙد٣    500ٚ  250اِف ( احشٕبَ ا٤ٙىٝ ٔمدذاسفشٚؽ ثٙدض٤ٗ دسٞفشدٝ ٔدبث٥ٗ     
1 1

P( X )
4 2
   سا

 ثذػز آٚس٤ذ .

ة ( ا٥ٔذ س٤بض٣ ٚ ٚاس٤ب٘غ
1

1 X
 سا ثذػز آٚس٤ذ . 

 ؿٛد ؟ 0.01ج ( ٌٙدب٤ؾ ٔخضٖ ثٙض٤ٗ چمذس ثبؿذ سب احشٕبَ خب٣ِ ؿذٖ آٖ دس عَٛ ٤ه ٞفشٝ فمظ 

ا٘حدشاف   0.2508 ٥ٗب٥ٍ٘د ٔ ٘شٔدبَ ثدب   غ٤د ؿذٜ سٛص ذ٥سِٛ ٢ٞب ٥ّٝٔ ٣ا٘ذاصٜ لغش خبسخ ٣خبك ٥ٗدس ٔبؿ -14

ؿدذٜ ثبؿدذ ، چٙدذ     ٥ٗد٥ سؼ ٕشش٥ػدب٘ش   0.25 0.0015 داسد . اٌش ا٘دذاصٜ اػدشب٘ذاسد   ٕشش٥ػب٘ش 0.0005 بس٥ٔؼ

 اػشب٘ذاسد اػز ؟ ش٥ؿذٜ غ ذ٥سِٛ ٢ٞب ٥ّٝدسكذ اص ٔ

سایر 

 جاها
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 اخزى٤ٛٙ غ٤ثب سٛص ٣، ثٝ ػُّ فٙ ـٛد٥ػبخشٝ ٔ ٢وٝ دس وبسخب٘ٝ ا ٢ٕشش٥ػب٘ش 90ِِٛٝ  ٣٘ٛػ ٣عَٛ ٚالؼ -15

 ٢ػذد اص ِِٛدٝ ٞدب   50عَٛ ٔشٛػظ  ٙى٤ٝ. ٔغّٛثؼز احشٕبَ ا جبؿذ٥ٔ ٕشش٥ػب٘ش ( 89.75 ,90.25 دس فبكّٝ )

  . شد٥لشاس ٌ ٕشش٥ػب٘ش 90.05ٚ  ٕشش٥ػب٘ش 89.95 ٥ٗٔبث ٢ذ٥سِٛ

خضء سـى٥ُ ؿذٜ اػدز.ا٤ٗ آ٘دشٗ ثٍٛ٘دٝ ا٢     5آ٘شٗ ٤ه ػ٥ؼشٓ ساداسوٝ دساسسفبػبر ٘لت ٌشد٤ذٜ اص  -16

 ثدبسا٣٘ ٞش٤ده اص   ٤ده سٚص  .دس  فؼدبَ خٛاٞدذ ثدٛد    خضء اصآٖ وبسوٙذ، ػ٥ؼشٓ ساداس 3ذالُ اػز وٝ اٌشح

1احشٕبَ ثب ٤ىذ٤ٍش اخضاء ثغٛسٔؼشمُ اص

3
غ٥شثدبسا٣٘ ا٤دٗ احشٕدبَ ثشاثدش     وبس٥ٔىٙٙذ ، أب ثدشا٢ ٤ده سٚص   

3

4
 

 .  دسكذ ٥ٔجبؿذ 60ثشاثش سٚص ٞش حشٕبَ ثبسؽ ثبساٖ دس٥ٔجبؿذ . ػٛاثك ٌزؿشٝ ٘ـبٖ ٥ٔذٞذوٝ ا

  احشٕبَ ا٤ٙىٝ دس ٤ه سٚص ػ٥ؼشٓ ساداس فؼبَ ثبؿذ ، چمذس اػز ؟  اِف (

 اػز؟ ،چمذس ثبسا٣٘ ثبؿذ احشٕبَ ا٤ٙىٝ دسٔحُ ٘لت آ٘شٗ ٞٛا فؼبَ ثٛدٜ، ػ٥ؼشٓ ساداس اٌشدس٤ه سٚص  ة(

 0.03ٚ ا٘حدشاف ٔؼ٥دبس    9دف٣ ٘شٔدبَ ثدب ٥ٔدب٥ٍ٘ٗ    دٟٙب٢ لغؼٝ ا٢ دس٤ه فشآ٤ٙدذ ػدبخز ، ٔشغ٥دش سلدب     -17

9ػب٘ش٥ٕشش اػز . اٌش حذٚد )سّشا٘غ( ف٣ٙ ثلٛسر  0.05 : سؼش٤ف ؿٛد 

 اِف ( چٙذ دسكذ اص لغؼبر ٔؼ٥ٛة خٛاٞٙذ ثٛد ؟

حدذاوثش  لغؼٝ ث٥ؾ اص ٤ه لغؼٝ ٔؼ٥ٛة ٘جبؿذ ،  100ثبؿذ ، چٙب٘چٝ ثخٛا٥ٞٓ اص  9ة ( اٌش ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٕٞچٙبٖ 

 ٔدبص ا٘حشاف ٔؼ٥بس چمذس ثب٤ذ ثبؿذ ؟

 ثلٛسر ص٤ش دادٜ ؿذٜ اػز : X  ٚYسبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ سٛأْ ٔشغ٥شٞب٢ سلبدف٣  -18

x y ; x 0, y 0
f (x,y)

0 ;

  
 


 

1اِف (  1
P(Y X )

2 3
  . سا ثذػز آٚس٤ذ 

1ثٝ ؿشط  Yة( ٥ٔب٥ٍ٘ٗ ٚ ٚاس٤ب٘غ 
X

3
 ز آٚس٤ذ .سا ثذػ 

 ػب٤ش خبٞب
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